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Espaces vectoriels

FEUI

Espaces vectoriels

EXERCICE 1: [Indications|
a@b=ab,Va,bec R}
Montrer que E =

— Cours — Soit R muni de la loi interne B définie par
et de la loi externe » telle que Asa = a*,Va € R* VA € R.
(R%,H,.) est un R-espace vectoriel.

EXERCICE 2: [Indications| Cours — On considére E = C? muni de la loi interne
BB habituelle + et de la loi externe « définie par A« (z,y) = (Az,0). (E,H,.) est
-il un C espace vectoriel 7

EXERCICE 3: [Indications| - Cours — Déterminer si R?, muni des lois internes et
externes suivantes, est ou n’est pas un R-espace vectoriel :
1. (a,b)B(c,d)=(a,b)+ (¢,d)=(a+c,b+d) ; Ae(a,b)=
2. (a,b)B(c,d) = (c,d) ; Xe(a,b) = (Aa,\b).

(\2a, A2b).

EXERCICE 4: [Indications| - Cours — complexifié de E
Soit E un R-espace vectoriel. On munit le produit cartésien ¥ x E de ’addition
usuelle :

VN

(Zy) + (@ 7)=@+Z,9+7)

et de la multiplication externe par les complexes définie par :
(a+1.b).(Z,9) = (a.Z — b.y,a.y + b.7)

Montrer que E X E est alors un C-espace vectoriel.

Sous espaces vectoriels

EXERCICE 5: |[Indications] Cours — Déterminer si les ensembles F' ci-dessous

sont des espaces vectoriels sur R.
1. N, Z,Q,R*

2 F:{(:ﬂ,y,z)€R3: le}.

3 F:{(ml,xg,xg)eR?’: x1+x2+x3:0}

4. F:{(ﬂc ,To,73) € R3: (E1l‘3:0}.

5. F {(xl,wg,x3)€R3: 1 +w2+x320} *

6
7.
8
9

10.

11.
12.

13.

EXERCICE 6:

3.
$1,£C2,(E3) e R°:

1] = [zl }. *
x,y,2,t) € RY:

x:07y:z};

I
ot Vet e e e VoY

F
F
F
F 2,y,2) ER3: z+y+a=0, etx—|—3az:0}
F

(

(

(z,y) € R?: $2+xy20}; *
(

(z,y) € R?:

F=1{(z,y) e R?: x—|—y:1}.
L’ensemble des solutions (z,y, z) du systéme :

argy} *

\
o

20 —y + 2
r—4dy+ 7z
r+3y—62 = 0.
L’ensemble des vecteurs de R? orthogonaux au vecteur (—1,3, —2).

|
o

[Indications| — Cours — Calculer —

Déterminer si les ensembles ci-dessous sont des sous-espaces vectoriels de C™ avec
n & déterminer au cas par cas.

1. F={zeC|z22=1}.
2. F= { (21,22, 23) € C? |21—222f0}
3. F={zeC |arg(z) (m)} U {0}.
EXERCICE 7: |[Indications| - Cours — Registre — L’ensemble H est-il un R-espace
vectoriel pour :
1. H={feF(CC): f(1)=0}
2. H={feFR,C): f(0)=1}
3. H={fecFRR): f estcroissante}.
4. H={f:R—C: fgannule}
5. H={f:R—R: f estimpaire}
6. H={f:I—->R: festbornée} avecl CR
7. H={f:IT—R: sup;|f| <M} avec M €R fixéet ] CR,
8. H l'ensemble des primitives de z +— xe®.
9. H l’ensemble des fonctions f telles que 1im flx) =400
10. ’H:{f:]—>(C: hm f(z —O}avec[—[a+oo[a€R
11. F={feC(a bR |/f )t = 0} pour I = [a,b].
b
12.

L’ensemble des fonctions sur [a, b] C°, vérifiant f(a) = 7f(b) + / t3£(t) dt.
a
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EXERCICE 8: [Indications] - Cours — Registre — Sous-espaces vectoriels de poly-

ndémes.

Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels
de R[X].

1. F={PeR,[X]: P =3};

2. F={PeR,[X]: P’'=0};

3. F={PeR,[X]: deg(P)=n};

4. F={PeR,[X]: P+ XP =0};

5. L’ensemble des polynémes ne comportant pas de terme de degré 7.

EXERCICE 9: |[Indications| — Cours — Registre — Espaces vectoriels de matrices
On pose K = R ou C. Pour tout ensemble E ci-dessous, dire si c’est est un espace
vectoriel.

1. E=M,(K), ouneN*

1 0 0 5

2 o= {1 D) ea(ly Dores)
a 2a

o p={( ) tavec)

a 2a
4:. E_{(\/ib a-|—b> a,bGC}
5.

FE Tensemble des matrices carrées d’ordre 2 telles que le coefficient "en haut
a gauche" est 1.

EXERCICE 10: [Indications| Calculer — Pour chacun des sous-espaces F, G ci-
dessous, déterminer, si possible, F'N G. (Si ce n’est pas possible, justifier.)

F={(z,y,2) €C3 |z —y—2=0}et G={(a—b,a+b,a)|a,beC}.

F={(z,y,2) €C3 |z —y—2=0}et G={(a—b,a+b,a) | a,beR}.

F = Vect{(1,0),(0,1)} et G =R.

Soient F = {(z,y,2) € R® | z+y+2 =0} et G = {(a,—b,—a+b) | a,b € R}.

Soient F = {(z,y,2) ER3 |z =y =22} et G ={(z,y,2) e R® | x +y =0}

Soient F = {(z,y,2,t) € R* | 2 +y—22 = z—y = 0} et G =

Vect((l,O, 1,-2),(1,0,0, 1)).

SOk W

Equation cartésienne, famille génératrice

EXERCICE 11: [Indications| Calculer
d’équations) cartésienne décrivant :

1. A :Vect{(1,1,—1),(—1,—1,3)}.
2. A :Vect{(—2,1,1);(—1,1,2)}.
3. A :Vect{(1,1,1)}.

Déterminer une équation (ou systéme

EXERCICE 12: [Indications| - Calculer — Trouver « et f scalaires pour que
(o, 3,8,3) appartienne au sev de R* engendré par (3, —2,1,6) et (4,7, —2,3).
EXERCICE 13: [Indications| - Calculer -

1. Montrer que 'ensemble

a+b a—b+c a—c¢
F = a—2b—c a 2a +b—c
a+ 3¢ a+b+ec a—>

a,b,ceR

est un sous espace de M3(R) en exhibant trois matrices A, B, C telles que
F =Vect(A, B,C).
2.  Former une équation (ou systéme d’équations) cartésienne décrivant

G = {( a—a;;b—c a—2+c ) a,b,cER} dans la base canonique de
Ms(R).

EXERCICE 14: [Indications] Chercher — Montrer que x +— cos(z + 7 ) appartient
a l'espace vectoriel engendré par f; : z — sinz et fy : x — cosx.

EXERCICE 15: [Indications]
de F(] — 1,1[,R) définit par :
firx— 1, forx— cos(x). On note £ = Vect(f1, f2)-

1. Montrer que les deux applications g1 : = COSQ(%) et go
forment une base de €.

2. la fonction x +— sin(z) appartient-elle a £ 7 ¥

3.  Déterminer les coordonnées de la fonction ¢ : z +— 1+ 2cosz dans la base £.

— Chercher — Raisonner — Soient f1, fo des éléments

:x = sin®(%)

Familles libres

EXERCICE 16: — Calculer — Veérifier, par deux méthodes différentes,
si les vecteurs d, g, ¢ sont linéairement indépendants dans les cas suivants.
1. a=(2,1,-1), b=(1,1,1), &=(21,2)
2. a=(-1,2,-2), b=(1,3,-1), é=(2,1,1)

[Indications]

EXERCICE 17: |Indications| - Calculer — Raisonner — Dans F(R,R) les applica-
tions suivantes sont-elles linéairement indépendantes 7

1. f:xr—cosx, g:zw—sinz, h:z—1
2. f:x—xcosz, g:rrzxsinx, h:z—zx
3. f:xzw—sin(z), g:xzr—cos(z), h:xw—sin2z), k:x— cos(2z)
T
4. f:x—1, g:x+> coszx, h:x»—>0052§
5. f:x—=e®® g:rx—eb® bz e abc 2 a2 distincts. *
6.  (fi)k=0,...n o0, pour k € [0,n], fr:x— sin®(z). ¥
— Feuille 6: Espaces vectoriels —



EXERCICE 18: [Indications| - Calculer — Déterminer par au moins deux méthodes
différentes si 1es polynémes ci-dessous sont linéairement indépendants.
1. PX)= - X+3,QX)=P,RX)=1
2. PX)= ( -1 QX)=X%+2; RX)=(X-1)(X-2).
3. PX)= X+3 Q=P; R=P +P; SX)=(P(X)+1)>~
4 P(X):X3+X2+1 RQX)=X?’+X+1, RX)=X*-X

Rang, dimension et bases

EXERCICE 19:
b=(1,0,1), u

[Indications| — Calculer — Raisonner — On pose a = (3,1,2),
=(2,1,1), v = (0,1, —1). Montrer que Vect(a,b) = Vect(u,v).

EXERCICE 20: [Indications| - Calculer — Raisonner — Déterminer la dimension
et une base des espaces vectoriels ci-dessous :
{(z,y,2) €ER® | z — 2y + 32 = 0}.
{(z,y,2) ER3 | . = 2y = 32}.
{(x,y,2,t) ERY | 2 +y=0; y+2=0; z+t=0; t+z=0}
Vect{(1, 3,-3), (4, 2 -3),(—-1,7,6)}
VeCt{(4 5 3) ( ) ( 3716)10)7(871371)}
(m

{PeRyX]| P )—0}
Vect(A4, B, C) 01‘1A—< ?) B—((l) (1)) C—((l) _01 >
) u (3 0y e (23,

I’ensemble des fonctions deux fois dérivables et dont 1
nulle.

10. L’ensemble des fonctions f € C?(R) vérifiant af” +bf’ +cf = 0,0t a,b,c € R
fixés non tous nuls.

11. Pour (a,b) € R* fixés, 'ensemble engendré par les suites (u,) définies par
Up42 = QUp+1 + Dy,

N kW=

1
1
Vect(A, B,C) ou A( g i
a dérivée seconde est

Coordonnées dans une base

EXERCICE 21: |Indications| - Calculer —
1. Montrer que B = {(2,1,1),(1,1,0),(2,0,1)} est une base de R?.
2. Déterminer les coordonnées du vecteur (—4,1, —3) dans la base 5.

EXERCICE 22: |[Indications| — Calculer — On considére les vecteurs @ = (1,0, 1),
b=(—1,-1,2) et &= (-2,1, —2)
1. Montrer que (@,b,é) forme une base de R3.

2.  Calculer les coordonnées dans cette base d'un vecteur @ = (x,y, 2).

EXERCICE 23: |[Indications| - Calculer — Soit § = (;, 7, l;) une base d’un espace
vectoriel E . .
1. Montrer que la famille de vecteurs j + k, i + k, i + j est une base de F.

2. Déterminer les coordonnées d’un vecteur de E dans cette base.

EXERCICE 24:
1. Montrer que les polynomes fo = 1, fi =
X(X —1)(X —2) forment une base de FE.
2.  Quelles sont en fonction de a, b, ¢, d les coordonnées dans cette base d’un élé-
ment de E s’écrivant aX? +bX2 4+ cX +d?

[Indications] - Calculer — On se place dans E = Rg [X ]

s 2= X(X 1), f3 =

EXERCICE 25: |Indications|
Reprendre les polynomes de I'exercice 18 et montrer a I’aide de coordonnées (et de
matrices si besoin) §’ils sont oui on non linéairement indépendants.

EXERCICE 26: [Indications|

1. Montrer que la famille B = (A, B,C,D) ou A< } ? ) B( (1) (1) >

1 -1 1 1
C( 0 0 ) D( 11 ) est une base de Ms(R).

2. Déterminer les coordonnées des éléments de la base canonique By de Ms(R)
dans la base B.

3. Exprimer M =

2 0
0 1) dans la base B.

Indications

Exercice 5
On pourra éventuellement, en cas de doute, tenter si possible de représenter le
domaine (a la main, avec Python ou a la calculatrice) pour se donner une idée et
donner un contre exemple g’il le faut.

Exercice 17
2. On pensera a simplifier par = et a passer a la limite quand 2 — 0 pour obtenir
une premiére équation.

Exercice 18
Les deux méthodes au choix le plus pertinent : par spécialisation, par identification
des coefficients ou par calcul de rang en écrivant les polynémes comme des vecteurs
dans la base canonique 1, X, ..., etc...
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