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FEUI

Révisions d'équations différentielles linéaires i

Ordre 1

EXERCICE 1: [Indications| [Correction| - Caleculer —
Résoudre sur I les équations différentielles suivantes :

1. 2zy'4+y=2",neN
2. (z—-103y —(z—-1)?*y=1

avec I =]0; +o0].
avec I =|1;+o0].

EXERCICE 2: |Indications| |[Correction| On considére I’équation

y'sin(z) — ycos(z) +1 =0 sur I =]0; 7|

1. Montrer que la fonction cos est une solution particuliére de I’équation.
2. Déterminer les solutions de I’équation homogéne.
3. En déduire ’ensemble de toutes les solutions.

EXERCICE 3: [Indications| [Correction| On s’intéresse a équation 3zy’ — 4y =0

sur I =]0; +o0].

1. Résoudre I’équation homogene 3zy’ — 4y = 0 sur I.

2. Sous quelle forme peut-on proposer de trouver une solution particuliére de
3ay —dy=a?

3. En déduire ’ensemble des solutions de I’équation 3zy’ — 4y = 0 sur I =
10; +o00.

4. Reésoudre de la méme maniére

y +2y=2%—2z+3avec I =R.

EXERCICE 4: [Indications| [Correction| Les conditions initiales
1. Soit n € N et a € R. Montrer qu’il existe une unique solution ¢ a I’équation
2zy’ +y = 2" sur I =]0,+o0[ telle que p(1) = a. La déterminer.
2. Déterminer I'ensemble des solutions de

(I1+2)y +y=1+In(l+2)

sur I =] — 1;+o0[ dont la courbe passe par le point (0,0)

EXERCICE 5: |[Indications| |[Correction| Autre intervalle — Calculer — Modéliser —
Raisonner — *
Résoudre sur J les équations ci-dessous. (On pourra tenir compte du fait que ces
équations on déja été résolues sur un autre intervalle.)

1. 22y +y=2" neN fixé ou J =] — oo;0][.
2. (2—-13% —-(x—-1)2%y=1 ouJ=]—o0;l]
3. 3xy —4y==x. ou J =] —o0,0[.

EXERCICE 6:
Raisonner
Résoudre les équations suivantes sur [ :

[Indications| [Correction| Entrainement supplémentaire— Calculer —

1. 2% — 2%y =1 ou I =]0,+o0].
2. zy +y=cosz ou I =]0; +o0].
3. z(x*-1y +2y=xlnz—2* oul=0;1] *

EXERCICE T: Calculer
Raisonner —
1. Trouver I'ensemble des fonctions z, définie sur l'intervalle le plus grand pos-

sible et ne s’annulant jamais telles que

[Indications| [Correction| Changement de fonction

2 =224 22.
(Indication : Poser w = 1/z)

2. Résoudre y' = (y — x)2. (Indication : Trouver une solution polynomiale P
puis poser y = P + z pour se ramener a la premiére question.

Ordre 2

EXERCICE 8: |Indications| |Correction| - Calculer -
Résoudre les équations d’ordre 2 ci-dessous

Yy’ +1y — 6y =1— 8z — 30x>

y'+y =3+22

y// + 3y/ + 2y — e(E

y// + 3y/ + 2y — e—I

y// T 4y/ + 4y — eZoc + €—2ac

Yy =2y + 2y = ze®.

y' — 4y + 4y = 2(x — 2)e”.
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8. y’" —4y 4+ 13y = 10cos2x + 25sin2z. (on pourra chercher une solution

particuliere d’expressions sous la forme a cos2x + bsin 2z.) *

9. ' +4y=(14=x)cos(2z) (on pourra chercher une solution particuliere d’ex-

pressions sous la forme P cos 2z + @ sin2z.) ¥
EXERCICE 9: [Indications| [Correction| - Calculer — Raisonner —

1. Résoudre I'équation (1 + 22)y” + 22y’ = 0.
(On pourra se ramener a une équation d’ordre 1.)

2. Résoudre sur R™ I’équation
22y +dxy — (22 -2y =0
en posant z(z) = 2?y(x).
3. Reésoudre sur R I'équation
(1+2%)%y"(z) +2(z — 1)1 +2?)y'(z) + y(z) = 0

en procédant au changement de variable ¢t = arctan x.
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Exercice 1
1. 2xy' +y=x":

o Equation homogéne :
So =1 €]0; + %;O C eR}
={y:x ; ool —
0 Yy ) \/E
) Solution particuliére : La MVC donne une solution particuliére yq telle
que
ITL
yr(®) = 5
. Conclusion : L’ensemble des solutions est

n

S ={y:z €]0;+oo[—~ %+#+1 | CeR}

2. (x—1)3y —(x—1)2y=1:

o Equation homogéne : y/ — —L-y =0

So={y:z€ll;+oo[—= A(x—1)| IeR}

. Solution particuliére : La MVC donne une solution particuliére yq telle
que
(@) :
)= ———=
ur 3(z —1)2
. Conclusion : L’ensemble des solutions est
S={y:z€]l;+oo[—~ )\(xfl)fﬁ | AeR}
Exercice 2
1. cos € CL(I). 11 suffit donc de vérifier que cos répond bien & I'équation. Or, en
réinjectant,
cos' ()’ sin(z) — cos(x) cos(z) + 1 = —sin® — cos?(z) +1 =0

Ainsi, cos est bien solution.

REVISIONS D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Solutions
2. Equation homogéne y’ sin(x) — ycos(z) = 0 :
So={y:z €]0;n[— Asin(z) | X eR}
3. y'sin(z) —ycos(z) +1=0:
° Solution particuliére : La question précédente nous informe que cos est
solution.
° Conclusion : L’ensemble des solutions est

S ={y: €lo;xl>| Asin(z) + cos(z) || A € R}

Exercice 3
1. Equation homogeéne : 3z’ — 4y =0

So = {y: z €)0; +oof— Az*? | AeR}

2. Tous les coefficients sont polynomiaux. On peut tenter de trouver une solution
polynomiale.
3. 3xzy —4y==zx:

° Solution particuliére : La recherche d’une solution polynomiale donne
une solution particuliére yq telle que

yp(z) = —x

° Conclusion : L’ensemble des solutions est

S={y:x €l0;+ocs[ca? —z|| AeR}

4. Yy +2y=x2—-2x+3:

. Equation homogeéne :

So={y:z€R=Xe?| AcR}

. Solution particuliére : La solution est polynomiale et les coefficients li-
néaires, on peut donc chercher une solution particuliére polynomiale (de degré
2)
1, 3 9
T)=—a°— —x+ —
. Conclusion : L’ensemble des solutions est

S={y:zeR— )\672z+%z2—%x+% | AeR}
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Exercice 4
1. L’ensemble des solutions générales de I'équation (déja fait) est

n

C x
S—{y.x€]0,+oo[l—>ﬁ+2n+l

Soit y : x — % + 3,77 une solution

| CeR}

nh=a N
1
& C=a-
ot

Etant donné qu’il s’agit d’une équivalence, on sait qu’il existe (sens <) une
unique (=) fonction ¢ vérifiant la condition initiale p(1) = a demandée :

J— 1 — n
2n+1 T

N3 +2n+1

a
O T

2. I+2)y +y=1+In(l+=x):

. Equation homogeéne :
So=A{ ':re]—l'—&—oo[»—>L A eR}
0= Y: ’ 142

. Solution particuliere : La MVC donne une solution particuliére yq telle
que

=1In(1 —

yp(a) =In(1 +2) - T
. Conclusion générale : L’ensemble des solutions est
S={y:z€l-1li+oo[~|:& +In(l+2)|| CeR}
. Solution particuliére : Soit y € S.
0)=0 < L+111(1+0) =0
v = 140 B
< C=0

Ainsi, il n’y a qu’une seule solution passant par le point (0,0) :

‘y:xE}—l;—l—oo[Hln(l—l—x)‘

Exercice 5

1.

2.

Exercice 6

1.

2.

3.

Exercice 7

1.

De méme que pour 1, de l'exercice 1, on trouve (attention a a valeur obsolue!)

c i |

/|x| + 2n+1

Les solutions sont les mémes que dans l'exercice 1, a ceci prés que le domaine
de définiton change.

S={y:z€]—o0;0[— C e R}

S={y:z€]—o0l[—~| Az —

1)~ goipe || A€R}

Sz{y:xe]—oo,O[Hm| A eR}

3y —x’y=1:
1
:A _—
y(z) = Az 322

xzy' +y =cosx:
y(x) = A +sinz
z(x? — 1)y +2y=xlnx — x?:

21720

1— 22

X

y(z) = 1_22

((1+x)lnm+l+>\x) :%(1+lnx> +

2 =22 42z
Supposons que z ne s’annule pas. En posant w = 1/z, on obtient

2 = jw?

En réinjectant dans ’équation, on obtient

—w' =14+ 2w
i.e.
w 4+ 2w = -1
et donc )
_ _ - A —2x
w 5 + Ae
d’ou
1
2= -
—1 4+ e 2

Pour les solutions qui s’annulent, il faut plus de théorie...

— Feuille 5: Révisions d’équations différentielles linéaires —



2.

Exercice 8
1.

v =(—o)?

B _ 1
Pfx+lety—1+x+w~

y'+y —6y=1— 8 — 30x?:
Solutions de I’équation caractéristique :
T = 2, Ty = -3

Solutions de I’équation :

z € R Ae™® + \ge™® + 2+ 3z + 522

v +y =3+ 2x:
Solutions de I’équation caractéristique :

r1 =0, ro =-1

Solutions de ’équation :

zER— Ao+ Noe T+ + 22

y' 4+ 3y +2y=e€”:
Solutions de I’équation caractéristique :

T = 72,?"2 = 71

Solutions de I’équation :

1
T € R Ae™® 4+ Age™* + gez

y' +3y +2y=e"":
Solutions de I’équation caractéristique :

T = 72,7‘2 = 71

Solutions de I’équation :

€ R Ae™® + Aae™" + xe”

ot

Yo — 4yo + 13yo

9.

yll +4yl + 4y — e2w _|_ e—2w .
Solution de I’équation caractéristique :

r=-2

Solutions de I’équation :

1 1
r€R = (A4 pz)e " + 1—66% + 5:526’23”

Yy’ — 2y 4+ 2y = xze® :
Solutions de I’équation caractéristique :

T1:1+i, T2:17i

Solutions de I’équation :

‘x €R— (z+acosz + bsinx)e”.

Yy’ — 4y’ + 4y = 2(x — 2)e” :
Solution de ’équation caractéristique :

r=2

Solutions de I'équation :

r €R =y = (ax + b)e** + 2ze”.

y"” — 4y’ + 13y = 10 cos 2x + 25 sin 2z :
Solutions de I’équation caractéristique :

r=2+43i, 12 =2 - 3i.

On pose yg = acos2z + bsin2z. On a

= cos(2z)()

yo est solution <y — 4y + 13yo = 10 cos 2z + 25 sin 2z
&y — 4y, + 13yo = 10 cos 2z + 25 sin 2z

‘z € R y = e*(acos 3z + bsin 3x) + 2 cos 22 + sin 2.

y" + 4y = (1 4+ x) cos(2x) :
Solutions de I’équation caractéristique :

r = —2i,T2 =2

1 1
3% (sin(2x) + 5 cos(2x)) + asin 2z + f cos(2x)
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(—4acos2x — 2bsin2z) — 4(—2asin 2z + 2bcos 2z) + 13(a cos 2x + bsin 2



