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Applications linéaires
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Applications linéaires

EXERCICE 1:

[Indications] [Correction] - Cours —

Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires :

P NS o=

9.

10.

EXERCICE 2:

u:R2=R: (z,y) = —x+ Y.
w:R—=R: 222
u:R—-R: x4z —3.
w:R—>R: x> Va2
u:R2 = R: (z,y)— sin(3x + 5y).
uw:R—=RY: z— (2r,2/7 2v2).
u:R2=R: (z,y)— z;”i?;z si 22 + 3% # 0 et 0 sinon.
u:R?2 = R%2: (z,y)+— la solution du systéme d’équations en (u,v) :
{ Ju—v = =z
6u+2v = y.
u:R?2 = R% (2,9) = (y,2).
u:R2—=R2:  (1,y)— (ln(3$\/§),$+y).

[Indications| |Correction| - Cours — Raisonner —

Dire si les applications suivantes sont bien définies et linéaires.

w o=

-

© ® X o

Soita e R.u:C(R) = R; f+— f(a).
uw:C(R) = CR): frs {t— LU

1+22
w:C([0,1)) = R: f+ max f(¢).

t€[0,1]
uw:R — C': X\ la solution de I’équation différentielle 3 —
Aen zg=1.

1
u:Cl([O,l])—>R:f|—>f’(1/2)+/0 f(¢t)dt.

u: F(R) = C(R) :
u:C(R) = C(R) :

1
w:C([0,1)) = R; [~ / e 1HF®I gz,
0

u: P € Rs[X] > (P(~1), P(0), P(1)) € R?
u:PeR[X]— P—(X—2)P eR[X].

ﬁ = 0 valant

f{z—sinz}.
fe{x— f(z)sina}.

EXERCICE 3: |[Indications| |Correction| — Cours — Raisonner —
Dire si les application suivantes sont des endomorphismes / des isomorphismes :

1. u: R,[X] — R[X]; P ~— X2P' —nXP

-2 3
2. u: Vect 11,10 — Ry[X]

0 1

(m,y,z) — x—l—(y—z)X
3. w: Ry[X] — Ry[X]; P — P

1

4w eI [ fma=0) — F®R) f o=

Matrice dans une base, injectivité, surjectivité

EXERCICE 4 [Indications| [Correction| -  Calculer — Soit la matrice B =
1 2 3 1
-1 2 -1 -3
-3 5 2 =3

1. Soit f: E — F une application linéaire de matrice B dans des bases fixées.
Quelle est la dimension de E et celle de F'?
2. Déterminer une base du noyau et de I'image de f.

EXERCICE 5: [Indications| [Correction| - Caleuler —
1. Déterminer si possible la matrice de u dans une base choisie (On admettra
que V'application u est linéaire).

a) u: R3 — R?
(x,y,2) — (mz—2z,2+2y)

b) u: Ro[X] — R*

P — P(0)(=1,2,0,-1) + (P(1) — P'(0))(0,1,-2,-1)
c) u: R3[X] — Ry[X]

P — (X%?+2)P -3XP
d) u: R,[X] — Rnf!

P — (P(0),P(1),...,P(n))
e) wu: CYR) — CR)

o=
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2. Dire, dans chaque cas, si I'application linéaire est injective / surjective / bi-
jective 7 Puis déterminer Imu et ker w de la maniére la plus rapide possible si
ce n’est pas déja fait.

EXERCICE 6: [Indications| [Correction| (ENS) - Raisonner ¥*
Soit E un espace vectoriel de dimension n et ¢ € L(E, E) telle que ¢™ = 0 et

n—1
" #0.
1. Soit z € E tel que "1 (x) # 0. Montrer que la famille {x, ¢(z),..., " 1(z)}
est une base de E. ¥

2. En déduire une matrice de @ et rg .

EXERCICE 7: [Indications| [Correction] Calculer — Soit E' un espace vecto-
riel de dimension 3, {e1, ea,e3} une base de F, et A\ un paramétre réel. Soit ¢ un

pler) = er+e
endomorphisme de F défini par ¢ ¢(e2) = e —eo
ples) = e1+ Aes

1. Quelle est 'image de x = aje1 + ages + ases par .
2. Comment choisir A pour que ¢ soit surjective ? injective ?

EXERCICE 8: |Indications| [Correction| - Calculer — On considére les applica-
tions
f: RZ — R3 et g: R? — R?

(z,y) = (2,2z+y,y) (z,y,2) = (r+4 2,52 —2y+2)

=

On admet que f, g sont linéaires. Donner leur noyau et leur image.
Montrer que g o f est un automorphisme de R2.
3. Quenest-ilde fog?

i

EXERCICE 9: [Indications| [Correction| - Calculer — Raisonner —
Soit ¢ : C°(R) — C*°(R) définie par ¢(f) = f” — 3f" +2f.
Montrer que ¢ est un endomorphisme et préciser une base de son noyau.

EXERCICE 10:
I’application
U R? — R?
(z.y) = (2z—y,—4z+2y)
. u est-elle linéaire ?
2. a) Donner son noyau.
b) Quel est le rang de u ?
c) wu est-elle surjective ?
d) Déterminer Imu.

[Indications| |Correction| - Calculer — Raisonner — On considére

3. Reprendre l'exercice avec w: R?2 — R? . Déterminer
(:E,y) = (l‘+y7 _:E_y)
dans ce cas u? = u o u sans faire de calculs supplémentaires. *

EXERCICE 11: [Indications| [Correction| - Raisonner —
Soit f: C — C ol a est un nombre complexe donné non nul.
z = z+az
1. Montrer que f est un endomorphisme du R-espace vectoriel C.
2. Déterminer le noyau et I'image de f.

EXERCICE 12: |[Indications| [Correction| - Raisonner —
Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E) tel que f2 — 3f + 2Id = 0.
Montrer que f est inversible et exprimer son inverse en fonction de f.

EXERCICE 13: |Indications| [Correction| - Raisonner — 2.9 ¢
Soit £ = C(RT,R) et U : E — E définie par f — U(f) telle que :

Vo € R¥,U(f)(@) = L [ f@)dt.
et U(f)(0) = f(0).

Montrer que U € L(E).

Déterminer ker U et Im U.

3. Donner un exemple de fonction dans Imu qui n’est pas dans C!([0; +oo[, R)
et en donner un antécédent.

N =

Changement de base

EXERCICE 14: |Indications| [Correction| - Calculer —
1. Soient Bs et By des bases respectives de R? et R2, ainsi que f : R3 — R? telle

que
-1 1 0
M(f)Bz,Bs - ( 0 1 1)

a) Déterminer M(f)g; 5, ot By = {(1,0)5,,(=1,1)5,}
b) Déterminer M(f)g, 5, ot By ={(1,-1,1)5,,(-1,-1,1)5,,(0,2,0)5, }.
c) En déduire ker f.

2. a) Soit B une base d’'un espace vectoriel E et f € L(E) telle que
2 1 -1
M(f)s={0 1 0
1 1 0

Déterminer la matrice de f dans a base B = {(1,0,1)5, (-1,1,0)5, (1,1,1)5}

b) En déduire 'expression de f™ dans la base B.

EXERCICE 15: |[Indications| [Correction| - Calculer — ¥
Soit u € L(Rz[X]) telle que ker (u) = Vect{X? — X, X2 +1} et u(2+ X) =1+ X.
1. Choisir deux bases adéquates B et G respectivement dans ’espace de départ
et d’arrivée afin de pouvoir constituer facilement la matrice de v dans ces
bases. On la note Mp g(u).
2. En déduire 'image par u de tout polyndéme P € Ry[X].
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EXERCICE 16: [Indications| [Correction] - Calculer —

Soit E = R3[X], By = (1, X, X?) la base canonique, B; = {1 + X?, X +2X?, Exercice 15 [Correction]
1+ 3X?} une autre base (admis) de E et u € L(E) telle que 1. kerwu est dans “'espace de départ”, tout comme 2 + X. En revanche, 1 + X
est dans “I’espace d’arrivée.”
2 2 -1
Mgu)=(0 2 0 Exercice 16  [Correction]
3 8 =2 Avant de s’attaquer a la forule matricielle, se pose la questioin de la détermination
directe.
Déterminer la matrice de u dans la base B;.
Exercice 18  [Correction]
1. b) faire intervenir ¥ + ¢ pour montrer que Az = Ay
Pour aller un peu plus loin c) Montrer que pour (Z,¥) est liée on a aussi Az = Ay
EXERCICE 17: [Indications| [Correction| (ENS) Fok

Soient n € N*, E = R, [X] et A lendomorphisme de E déterminé par A(P) =

P(X+1) - P(X).

1. Justifier que 'endomorphisme A est nilpotent (c’est-a-dire qu’il existe m € N
tel que A™ =0.)

2. Déterminer des réels ay, ..., ay, ay4+1 noN triviaux vérifiant :

n+1
VP € R, [X],) axP(X +k)=0
k=0

(ind : écrire A=T —Id oo T : P(X) — P(X +1).)

EXERCICE 18: |[Indications| [Correction|  (ENS) ok
1. Soit f € L(F) tel que pour tout & € E, la famille {Z, f(Z)} est liée.
a) Montrer que si & # 0, il existe un unique scalaire Az tel que f(Z) = A\z7.
b) Comparer Az et Ay lorsque (Z, ) est libre.
c) Mountrer que f est une homothétie (c’est-a-dire qu’il existe A € R tel que

f(z) = Az pour tout = € E.) *

2.  Montrer que si E est de dimension finie et si f € L(E) commute avec tous
les endomorphismes de E, f est une homothétie. ok
Indications

Exercice 6 [Correction]
1. Prendre une combinaison linéaire nulle et évaluer par ¢" 1.

Exercice 12 [Correction]
Se souvenir que f : E — E est inversible ssi il existe une application g telle que
fog=gof=1Id
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Exercice 1
1.
2.

Lol

ot

10.

FE 11 -
u:R2—=R: (z,y)— —x+7Y: Oui.
u:R = R: 2z~ 22%: Non, u(—z) # —u(z) pour n’importe quel
x # 0.
u:R—>R: x—4x-3: Non. u(0) # 0.
u:R—=R: z— Va2: Non, u(—1) # —u(1)
u:R? - R: (z,y)+— sin(3z + 5y) : Non.

u(2(x,y)) # 2sin(x, y) en général. Par exemple, si

(2.9) = (5.0)

alors
u(z,y) =1

il est alors impossible que

U(Q(.Z‘,y)) = QU(Z‘,y) =2

u:R =R : 2 (2z,2/e, —2V5) : Oui
z’y P22 L2 20
u:RP=R: (z,y) = ¢ &HY sta”+y7 7 : Non :
0 sinon
Siz #0,
u((z,1) + (—z,1)) =u(0,1) =0
et
22
1 —z,1) =2—5——=
u(e, )+ (1) =250 £ 0
u:R? -5 R?*: (z,y) ~ la solution du systéme d’équations en (u,v) :
Ju—v = =
6u+2v = y.
oui :

v 6
u:R?2 = R%  (2,9) — (y,7) : oui
u:R?2 =R (z,y) — (In(3*V?),z +y) : Oui.

<u =p-1 (j) oll P est la matrice inversible P = (3 21>

APPLICATIONS LINEAIRES Solutions

Exercice 2
La justification rapide de chacun de cas ci-dessous fait abstraction de la
vérification des espaces vectoriels, ce qui devrait étre fait a chaque fois
dans une rédaction compléte.
1. w:C—=R; f f(a): oui
2. w:CR)—=CMR): frs{t— LY} Oui

3. u:C—=R; fr tren[énlc}f(t) : né;tQ
(u(=f) # =u(f)  u(=F)@) = = min F(0),
S 8
ou alors u(f + g) # u(f) + u(g) : M)
0 1/2 1

4. u:R = CY(R) : X = la solution de 'équation différentielle y' — =0
valant A en zg =1 :

Oui : Soient A, i, t € R. u(A) et u(u) sont toutes deux des solutions de I’équa-
tion différentielle. Ainsi, on sait que u(\) 4 tu(u) sera solution de I’équation
(Pensemble des solutions d’une équation diff est un espace vectoriel.)

De plus,

(u(A) +tu(p)) (1) = w(A)(1) + tu(p)(1) = A+ tp

De telles solutions étant uniques, on trouve

Y
241

w(A +tp) = u(A) + tu(p)

(924

w:C' = R: fes f/(1/2) + [} f(t)dt : Oui :
par composition d’applications linéaires.
6. u:C(R)=C[R): fr— {x—sinz}:Non:

w(0) # 0.
7. u:CYR)—=CR): 1f — {z— f(z).sinz} : Oui

8 wu:C—R; f »—>/ e IO gt : non
0
(u(=f) = u(f) # —u(f))
9. w:PeR3[X]w— (P(-1),P(0),P(1)) € R®: Oui :
Elle est linéaire sur chaque coordonnée.
10. Par rapport a la variable P, le polynome A = (X — 2) est une constante.

Ainsi, u est donc combinaison linéaire de deux applications linéaires (identité
et dérivée). Elle est linéaire. Oui.
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Exercice 3
1.

u(P)

3.

= X% (na, X" '+ X2Q") — nX(a, X, + Q) = 0X™ +

‘Oui pour l’endomorphisme.‘ Clairement linéaire comme somme d’AL. On

vérifie que degu(P) < n :
o Meéthode 1 :

Soit P € R,[X]. On pose P = a, X" + Q o deg(Q) < n. On a alors

polynéme de degré < n
o Méthode 2 :
A priori, on a u(R,[X] C Ry4+1[X]. En construisant la matrice de v dans les

bases canoniques de R, [X] et R,,+1[X], on constate que la derniére ligne de
la matrice est constituée entiérement de 0, ce qui signifie que

w(X") eR,[X] Vi=0,...,n

et donc
Jm (u) = Vect(u(l),...,u(X")) C R,[X]

Non pour I'isomorphisme. ‘ u(R,[X]) C R, [X] # R[X].

Non pour ’endomorphisme :‘ L’espace de départ n’est pas du méme type

que 'espace d’arrivée!

‘Oui pour l'isomorphisme : ‘ C’est une application linéaire. Elle est injective

car de noyau nul :
u(z,y,2) =0 & 2x=0,y=z
Or, (x,y,2) € Vect ((—2,1,0),(3,0,1)). Ainsi, il existe a, 8 € R tels que
(z,y,2) = (20 + 35, a, B)
Les conditions donnent donca = S (pour les deux derniéres coordonnées) puis
O=z=-2a+38=F=a«
D’on (z,y,2) = 0.

L’application est donc bijective grace au théoréme du rang.

‘ Clairement oui pour I’endomorphisme. ‘, mais ‘Non pour l'isomorphisme :

u(Ro[X]) C R [X] # Ro[X].

4.

Exercice 4

2.

oo o

‘Non, ni 'un ni 'autre. ‘

Clairement linéaire, mais f’ n’est pas forcément d’intégrale nulle. Ex :
f(t) = t. Autrement dit, si on note E lespace duquel on est parti, on n’a
pas u(E) C E.

Par les opérations sur les colonnes "standards", on trouve

1 0 0 0 1 0 0 0
B~ 1 4 2 -2 ~ 1 4 0 0
@27 \=3 11 11 o) ¥@ié2 \=3 11 11 11
Cy —Cy
1 0 0 0
~ 1 4 0 0
-9 \_3 11 11 0

Les opérations de colonnes nous donnent immédiatement comme résultats :
rg(B) = 3, avec

Jm (B) = Vect ((1,—1,-3), (0,4, 11), (0,0, 11))

ou alors, comme Jm B = R?® (Jm B C R® + dim R® = rgB), on peut aussi
donner comme base la base canonique ou toute autre base de R3.

Le théoréme du rang nous indique que
dimkerB=4-3=1

Il suffit de trouver un vecteur non nul de ker B. Or, celui-ci nous est donné
par les opérations de colonnes effectuées :

0 0 O 1 -2 -3 -1 1 -2 —4 —4
1 00 0 1 0 0 0o 1 -1 1
0 1 0 cp-2cy 0 O 1 0 205 — Cqg 0 O 2 0
00 1) &2 \o o 0o 1) ™™ \o 0o o0 2
1 -2 -4 0
0 1 -1 2
C4 - C3 0 0 1 =2
0 O 0 2
On a donc
0
1
ker B = Vect 1
1
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Exercice 5

1.

)

b)

Dans les bases canoniques :

™ 0 -1
1 2 0

avec rgu=2 (d’on

Imu = R?
) w est donc surjective, mais u n’est pas injective keru =
Vect(—2,1, —27)
u: Ro[X] — R?
P — P(0)(-1,2,0,—1) + (P(1) — P'(0))(0,1,-2,-1)
-1 0 0
D les b i : 1 L
ans les bases canoniques : | o, |,
-2 -1 -1
D’ott rgu = 2 alors w n’est pas surjective, et
-1 0
3 1
Imu = Vect 0N KN
-2 -1

puis dimkeru =3 — 2 =1 avec
keru = Vect((X? — X))

donc u n’est pas injective.
Dans les bases canoniques (1,X,X2% X3) et (1,X,X?% X3 X%)

0O 2 0 0
-3 0 4 0
0 —2 0 6] DouImu C R3[X]. Non surjective.
0 0 -2 0
0O 0 0 0

Par contre, dimkeru = 4 — 4 = 0, donc w est injective. Par rang de la
matrice, on trouve également Imu = R3[X]

d) Matrice dans la base canonique (1,...,X") de R,[X] et la base cano-

nique de R*+! :

1 0 0 0
1 1 1 1
1 2 22 2n
1 n n2 ... n"

On a keru = {0} (le polynome nul est le seul polyndome de R,,+1[X] qui
s’annule en n + 1 racines.)
Donc u est injective. C’est une AL en dimension finie avec deux espaces
de méme dimension, elle est donc bijective. C’est un isomorphisme.

e) pas de matrice possible car on n’est pas en dimension finie. On a
keru = {fonctions constantes} et Imu = C°(R). C’est un endomor-
phisme surjectif, mais non injectif.

Exercice 6

1. Montrons que la famille {z,...,¢" ()} est libre :
Soient Ao, ..., An_1 € R tels que Aoz + -+ -+ X\, 1" 1 (x) = 0. Alors, comme
 est linéaire :

" TNz 4+ A1 () = 0.
Mais comme de plus ¢” = 0, on a donc
" Aozt A A 19" T (@) = " (No) " (M- A A 19" T () = Ao ().

Comme "~ 1(z) # 0 on obtient A\g = 0.
En calculant ensuite " ?(A\1p(z) + - 4+ A\p—1¢0" (2)) on obtient A\; = 0
puis, de proche en proche, A\, 1 = --- = \g = 0. La famille {z,...,¢" " !(x)}
est donc libre. Elle compte n vecteurs. Comme dim (E) = n elle est libre
maximale et forme donc une base de E.

2. Dans la base B = (z,¢(z),...,9" 1(x)), la matrice est

0 0 0 0 0
1 00 0 0
0 1
0 0 0 10
— Feuille 11: Applications linéaires —



Exercice 7
- Comment est définie ¢ a partir de la définition sur les éléments de la base ? Pour
x € E alors x s’écrit dans la base {e1,es,e3}, © = a1e; + azes + azes. Et ¢ est
définie sur E par la formule

d(x) = ardler) + azp(ez) + azo(es).
Soit ici :
o(z) = (a1 + a2 + az)er + (a1 — a2) + Aases.

Cette définition rend automatiquement ¢ linéaire (vérifiez-le si vous n’étes pas
convaincus!).

2. e Condition pour que ¢ soit surjective :
@ est surjective ssi rgp = rgM(¢) = 3. Or, la matrice de ¢ dans la base
(e1,€2,€3) est

11 1 2 1 1
M)=[1 -1 0o|~|0 -1 0
0 0 A 0 0 A

D’ou rg = 3 ssi

e Condition pour que ¢ soit injective :
 Comme c’est un endomorphisme, @ est injective ssi elle est surjective. C’est
donc la méme condition.

Exercice 8

1 0
2 1 |;kerf=1{0};Im(f) = Vect((1,2,0); (01,1))
0 1

1 0 1

5 _9 1) s ker f = Vect{(1,2,—1)}; Im (f) = Vect((1,5); (1,1))

2. M(gof)= (1 11>. rg(g o f) = 2. C’est un automorphisme

3. e Méthode 1 :

0 1
M(fog)=|7 —2 3].Douker(fog)=Vect(l,2,—1). Non injective et
5 -2 1

donc non bijective.

o Méthode 2 :
On sait déja que g((1,2,—1)) =0, alors fog((1,2,—1) =0, d’ot ker (f o g) #
{0}. D’ou f o g non injective.

Exercice 9

ker p = {z > C1e® + Cee®® | C1,Cq € R}.

Exercice 10
1. Oui, écrire la matrice.
2. a) keru={(z,y |2z =y} =Vect{(1,2)} (résolution de systéme).
b) Par le théoréme du rang, rgu =2 — 1= 1.
¢) Non, car rgu # dim R2.
d) N’importe quel vecteur de Im u convient comme base. Exemple (2, 1).
3. Aprés calcul, on constate que Jmu C ker u. Autrement dit, pour tout z € R?,
on a :

vou(z)=u( wulz) )=0
—~—
€JmuCkeru

Exercice 11

1. Soient (z,2') € C? et (A, u) € R?.
FOz+p) = Az + p2) + a(he + pz’) = ANz + a2) + p(z' + az’) = Af(2) + pf(2).

f est donc R-linéaire.
2. Soit z € C\ {0}. Posons z =re? our € R} et 6 € R.

zeKer foztaz=0c¢e"+ae % =0 ¥ = —a.
ler cas. Si |a| # 1, alors, pour tout réel 0, e?® # —a. Dans ce cas,

Ker f = {0} et d’aprés le théoréme du rang, Im f = C. 2éme cas. Si |a| = 1,
posons a = e*“.

o+ T

20 — g 20 — ot L cqt T+ 2mZ &0 € + 7.

Dans ce cas, Ker f = Vect(e(®t™)/2). D’aprés le théoréme du rang, Im f est
une droite vectorielle et pour déterminer Im f, il suffit d’en fournir un vecteur

non nul, comme par exemple f(1) = 14+a. Donc, sia # —1,Im f = Vect(1+a).
Sia=-1,Vze€C, f(z) =2z—2z=2ilm (2) et Im f =iR.

Exercice 12
Ona fo (%Id— %f) = (%Id— %f) o f =1d, d’ou f inversible et
3 1
T =CId— -
f 5 5/

Exercice 13
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2.

o Noyau : kerU = {0}

Soit f € ker U. Alors, par définition, pour tout x # 0, on a

/O " fydt =0

or cette expression est celle de la primitive évaluée en xz de f qui s’annule en
0. Si la primitive de f est nulle sur ]0; +-o00[, alors f est nulle sur |0; +o0].
Par continuité, f est nulle partout.

e Image : I'ensemble D C C°(R™) des fonctions C*(]0; +oc]) t.q. lir% xG (x) =
T—

* Analyse :

Supposons que G € Jmu. Alors il existe f € E tel que

Vo € R™, G(x) =1 [ f(t)dt.
et G(0) = £(0).

Autrement dit,

- G est Ct sur ]0; +o0].
- pour z # 0, 2G(z) = [ f(t)dt d'on

/(@) = (2G(2)) = G(x) + 2C ().

- Comme f et G sont continues en 0, avec G(0) = f(0), par passage a la limite
dans ’égalité ci-dessus, on a également

lim zG’(z) = 0.

z—0

Tout ceci nous indique au passage que
* Synthése :

(zG(z)) = G(z) + 2G'(xz) siz#0

Soit G € D. O =
ol n pose f(x) {G(O) G0

Montrons que f € C° :
- f est clairement continue sur |0; +o0].

- En 0, }35% fz) = ili% G(z) + 2G'(z) = G(0) = f(0) (continuité de G.)

On a donc G = u(f), dou Imu C D et donc
Imu=2D

Soit | G(x) = v/z | pour z € [0; +o0[. On a

G'(x) = %

siz>0
d’ou 1
/ —

i.e.

Gelmu mais G’ ne peut pas étre continue en 0

Notons que, dans ce cas, si on note u(f) = G, on a

f(z) = gﬁ pour z > 0

Exercice 14

1.

a)  M(f)syB;, = Psy,—5,M(f)8,.5;

1 -1 . 1 1
avec Pp, .5, = (O 1 >, d’ou P, 5, = <0 1).
Ainsi,

1 1\ (-1 1 0 -1 2 1
M(f)Bé”ﬁ:(o 1)(0 1 1)2(0 1 1>

b)) M(f)sy.8, = Psy—8,M(f)Bs.8: P55, = M(f)5y,8, 5,8,

1 -1 0
or, PBa—)Bé = -1 -1 2 d’ou
1 1 0

M(f)sy.5, = <_02 8 3)

¢) Onargf < min(2,3) = 2 par construction. De plus, 'image de f contient
au moins deux vecteurs non colinéaires (deux premiers vecteurs de la
matrice non colinéaires). Aussi, rgf > 2 d’ou

rgf =2
et donc, par théoréme du rang,
dimker f=3-2=1
or, on a vu, d’aprés la matrice, que f((—1,—1,1)p,) = 0, d’ont
ker f = Vect ((—1,—1,1)g,)
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2. a) Avec
Exercice 16
1 -1 1 -1 -1 2 1 0 1 132—1 1 0 O
P=[(o 1 1 et Pl=|-1 0 1 Ps,s, =10 1 0}, PB/,B:5 0 2 0|, Mgw=[0 2 o0
1 0 1 1 1 -1 1 2 3 -1 -2 1 0 0 -1
1 0 1 Exercice 17
M(fis=(0 1 0 1. Dans la base canonique, la matrice de [’endomorphisme est triangulaire su-
0 0 1 périeur stricte. Sinon, on peut aussi invoquer le fait que si deg P < m, alors
b) Ona
1 0 n deg A(P)<m-—1
M(f")p={0 1 0 - .
00 1 d’ot, par itération,
Im A" = {0}
puis
2. Ona
n+l n -n A™ =0
n _ n -1 _
M(f")p = PM(f")p P~ = 0 1 ) 0 autrement dit,
n n -n (T _ Id)nJrl =0
comme T et I'd commutent, on trouve, par la formule du binéme,
Exercice 15
1. Au vu des données, nous ne pouvons choisir que (a ordre prés) : On note ntl n4+1
_ 2 : _ 2 2 (—1)n 1=k TF =0
G = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X] et B=(2+ X, X* — X, X +1). k
On a alors k=1
ar,
0 0 1
Mp,g(u) = 8 8 (1) Exercice 18
1. b) Soient x,y € FE linéairement indépendants.
2. La matrice de changement de base est D’une part, f(z 4+ y) = Apyy (T + ¥) = Agy@ + Aggy.
D’autre part, f(z +y) = f(z) + f(y) = ez + A\yy
0 1 2 r -2 -1 Ainsi, par unicité de la décomposition dans une base, on a
Psgg=|-1 0 1|,alosPgg=P'=|-1 2 2
1 1 0 1 -1 -1 Az = gty = Ay
Ainsi, comme
0 0 1
Mpg=|(0 0 1
0 0 O
on a
1 -1 -1
M(u)gyg :M(U)Blglpg/’g = 1 -1 -1
0 0 O
D’ou
’u(a+bX+cX2) = (a—b—c)(l—&-X)‘
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Pour montrer que f est une homothétie, il faut montrer qu’il existe A
(constant!) tel que :

Vee E, f(z)=Xr

Soit zop € E non nul. On pose A = \;,. On va montrer que pour tout
reFE, onal, =\

* Si z et zy sont linéairement indépendants, c’est fait (question précé-
dente.)

* Si x et xg sont colinéaires non nuls, comme xy est non nul, il existe
a € R tel que
T = axg
d’ou
af(zg) = alxg
-

Az = Agaxg

Toujours parce que z,xg 7% 0, on obtient A, = A.

10

* Sixz =0, on abien f(z) =0= A0.

* Conclusion : on a bien f(z) = Ax.

Soit ¥ € E,
o si z est nul, la famille {Z, f(Z)} est lice.
e sinon complétons {Z} en {Z,€3,...,€,} une base de E et considérons I’ap-
plication linéaire g telle que
g9(Z) = T et g(€;) = —¢; pour tout i.
alors

ker (g — Id) = Vect{Z}
et comme go f = fog,on a
f(z) € ker (g — Id) = Vect{z}

donc {Z, f(Z)} est lice.
Remarque : en fait il suffit que f commute avec tout automorphisme de F.
C’est la preuve ci-dessus puisque g € GL(F).
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