10 |=

Familles de variables aléatoires finies ou discrétes j?

FEUI

Lois conjointes et corrélation de Variables finies

EXERCICE 1: |Indications| [Correction| - Calculer — Cours — De |'expérience
aux lois On jette un dé équlibré a 6 faces et on note X le nombre obtenu. Ensuite,
on jette X fois une piéce de monnaie équilibrée et on note Y le nombre de "piles"
obtenus.

1. Rappeler E(X) et déterminer E(X?), V(X).
2.  Calculer la loi conjointe du vecteur (X,Y)
3. Calculer E(Y) et V(Y)
4. Déterminer le coefficient de corrélation entre X et Y.
EXERCICE 2: [Indications| [Correction] Modéliser — Raisonner — De |'expé-
rience a la corrélation *

A un péage autoroutier n voitures franchissent au hasard et indépendamment I'une
des trois barriéres de péage mises & leur disposition. On note X, X5, X3 les va-
riables aléatoires dénombrant les voitures ayant franchi ces barriéres.

1. Déterminer la loi de Xj.

2. Calculer les variances de X1, X5 et de X; + Xs.

3. En déduire la covariance de X; et Xs.

EXERCICE 3: [Indications| [Correction| - Raisonner — sommes de variables ¢
Soit U,V deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi binomiale
B(2.3)

1. Quelle est la loi de la somme de n variables aléatoires réelles indépendantes
qui suivent la loi de Bernoulli de paramétre p €]0;1[?
2. Onpose S=(U—1)2+ (V —1)2 Déterminer la loi de S.
3. OnposeT={U-1)(V-1)+1.
a) Calculer E(S(T —1)).
b) Déterminer la loi de T.
¢) En déduire la covariance de (S, T)
4. Les variables S et T sont-elles indépendantes ?

‘ Lois conjointes et corrélation de Variables discrétes infinies

EXERCICE 4: |Correction| — Mobiliser — Covariance par somme ¢
Soient X7, X5, X3 des variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi de
Poisson respectivement P(A1), P(A2), P(A3). On pose S = X1+ X5, T = X3 + X3.
1. Justifier I'existence et calculer V/(S),V(T) et V(S +T).

2.  En déduire P'existence et la valeur de Cov(S,T).

3. Déterminer une autre fagon (rapide) de calculer directement Cov(S,T) sans
passer par la question 1 et sans faire de gros calculs.

4. Les variables S et T sont-elles indépendantes ?

[Indications|

EXERCICE 5: [Indications| [Correction] Raisonner — Calculer ¥ #
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et qui suivent toutes deux
la loi géomeétrique de paramétre p € ]0,1[. On note U = | X — Y| (valeur absolue
de X —Y) et V=min(X,Y).

1. a) Quelles sont les valeurs prises par U et V' ?
b) Déterminer la loi du couple (U, V).
2. a) Déterminer la loi de U et la loi de V.
b) Les variables U et V sont-elles indépendantes ?

EXERCICE 6: [Indications| [Correction| - Calculer — Raisonner — Lois marginales
a partir de la loi conjointe Soit (X,Y") un couple de v.a.d. dont la loi est donnée par

i+j
Px=an=i)=(3)  vipeorr

=

Déterminer la loi de X puis E[X] et V(X).

2. Justifier sans calculs que X et Y suivent la méme loi. En déduire E[Y] et
V(Y).

3. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?

Calculer V(4X — 5Y).

5. Quelle est 'espérance de S = X +Y 7

L
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EXERCICE 7: [Indications| [Correction| - Raisonner — Fok
Soient (2, M, P) un espace probabilisé¢ sur lequel sont définies les variables aléa-
toires indépendantes X et Y, de méme loi géométrique sur N de paramétre p.

1. a) Calculer P(Y = X).
b) Pour tout k € N, calculer P(Y > k).
¢) En déduire P(Y > X).
2.  Démontrer que P(Y > X) = P(X > Y) et retrouver ainsi avec moins de
calculs la probabilité P(Y > X) grace a P(Y = X).
3.  On définit les variables aléatoires U et V par :
min(X,Y).
a) Calculer pour tout (u,v) € N2, la probabililtée P(U < u,V > v).
b) En déduire les lois des variables U et V.
c) Identifier la loi de la variable V.

U =max(X,Y) V =

EXERCICE 8: [Indications| [Correction] Raisonner *
Soient X et Y des v.a.d. amettant chacune une variance telle que V(X) = V(Y).
Montrer que les variables aléatoires X +Y et X —Y sont non corrélées, c’est-a-dire
que leur covariance est nulle.

EXERCICE 9: [Indications| [Correction| - Raisonner — ¥
Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes et f, g deux fonctions réelles telles
que

Vi,j €N,  PX=4Y =j)= f(i)g(j)
ou

“+o0 “+o0
ST =D f()=1 et f(i),g(j) >0 Vi jeN.
i=0 j=0
1. a) Montrer que pour tout i,
PX=4i)=f(i)+P(X=inY ¢N)
b) En déduire que X et Y sont a valeurs entiéres, c’est-a-dire que
PY¢Z¢N)=P(X¢N)=0
c¢) En déduire que
VieN, P(X=i)=f(i), VjeN, P =j)=g(j)

2. Justifier que X et Y sont indépendantes.
3. Application : Soient p €]0,1[, n € N* et (X,Y) un couple de variables aléa-
toires telles que

’)p”f(l -p)"* VijeN

Déterminer la loi de X et celle de Y.

EXERCICE 10: |[Indications| [Correction| - Raisonner — Fo¥k
Soit (€2, M, P) un espace probabilisé. Pour A C €, on rappelle la notation de la
fonction "indicatrice de A, notée 14" :

1 siwe A
v, faw) = {0 sinon

c’est une variable aléatoire.

Soient (X,Y) un couple de v.a. indicatrices sur un espace probabilisé¢ (2, M, P)
cest adireque X =T1aetY =1goud,BeM.

Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées
(i.e. Cov(X,Y)=0.)

EXERCICE 11: |Indications| [Correction| - Cours — Mobiliser — ok
Soient X et Y des variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé et
suivant des lois de Bernoulli de paramétres respectifs p; et ps.

1. Montrer que la covariance du couple (X,Y’) est comprise entre —i et %.

2. On suppose que la covariance du couple (X,Y) est nulle. Les variables aléa-
toires X et Y sont-elles indépendantes? (On demande de se prononcer par
oui ou non de maniére certaine.)

EXERCICE 12: |[Indications| [Correction| - Raisonner — Calculer — *

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans {—1,0,1}.

On suppose que

1
pX=-1)=p;, p(X=1)=p2 oup,p2€E [0; 2]

L(Y) = U({-1,0,1})

Déterminer la loide S = X +Y.
2. On définit la variable aléatoire Z par : ¥

=

0> sinon

Z:{el S X+Y =0

ou 61,05 sont des réels distincts fixés.
a) Montrer que la loi de Z est indépendante de p; et ps.
b) Déterminer les valeurs de 6 et 65 de sorte que E[Z] =3 et V(Z) =2
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Lois conditionnelles

EXERCICE 13: |[Indications| |[Correction| - Calculer — Cours — Lois marginales a
partir de la loi conjointe *
Soient a et b deux nombres entiers tels que 0 < a < b et A > 0. On considére un
vecteur aléatoire (X,Y") dont la loi de probabilité est définie par :

e’w‘ﬁ(j)ai(b —a)it sii<j
Vi,jeN P(X=iY =j)= JT S
0 sit> ]
1. Déterminer la loi marginale de Y. Donner E(Y), Var(Y).
2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que Y = j.
3. Déterminer la loi marginale de X.

EXERCICE 14: [Indications| [Correction| - Cours — Calculer — ¥*
Soit (X,Y’) un couple de v.a.d. indépendantes telles que

X~ P(N) Y ~ P(p)

Donner la loi conditionnelle de X sachant que X +Y = n.

EXERCICE 15: |[Indications| [Correction| - Calculer — ok
De l'autre cété du mirroir, les lapins sont blancs ou roses. La probabilité pour
qu’un lapin soit rose est p =0, 1.

Alice rencontre sept lapins au hasard de sa promenade aléatoire. On note R le
nombre de lapins roses.

Alice place ces sept lapins dans un chapeau, puis en prend deux au hasard. On
note Y le nombre de lapins roses parmi ces deux lapins.

1. Etablir la loi conditionnelles de Y/ (r=z) pour toutes les valeurs de R.

2. Etablir la loi de probabilité de la variable aléatoire Y. Qu’en pensez-vous ?

EXERCICE 16: |Indications| [Correction| - Calculer — Raisonner — Modéliser —

*

Le nombre de blessés a 1’oeil par un bouchon de champagne arrivant aux urgences

ophtalmologiques la nuit de la Saint Sylvestre suit une loi de Poisson de moyenne 6.

(Données non constractuelles. . .) Sachant que la probabilité¢ d’atteindre un homme

ou une femme est la méme, on note X le nombre de femmes qui figurent parmi les

éborgnés du jour de 'an et Y le nombre d’hommes.

1. Etablir la loi de X/(x+y=n) Pour n € N fixé.

2. En déduire la loi de X et de Y. On précisera leur espérance et leur variance.

3. Montrer que X et Y sont indépendantes. Qu’en pensez-vous ?

EXERCICE 17: [Indications| [Correction| - Calculer — FHHk
1.  Question préliminaire : Montrer que Yok K
400 '
- - b T YpeN
;k(k: D...(k—n+1zx D n €

2. Soit X une v.a.d. suivant une loi géométrique de paramétre p. Soit Y telle
que la loi de Y sachant X = k soit une loi B(k, p).
Déterminer la loi de Y. Fk

Sommes et manipulations de v.a.d.

EXERCICE 18: |[Indications| [Correction| - Calculer — Raisonner — *
Soient X, Y, Z trois variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur le
méme espace probabilisé et suivant toutes trois la loi uniforme sur {1,2,...,n}.

1. Calculer P(X =Y).
2. Déterminer la loi de X + Y.
3. Calculer P(X +Y = 2).

EXERCICE 19: |Indications| [Correction| - Calculer — ¥k
Soient X,Y deux v.a.d. de loi géométrique indépendantes de parameétres respectifs
p1, p2. Soit Z = X — Y. Donner 'espérance de Z ainsi que sa loi.

EXERCICE 20: [Indications| [Correction| - Raisonner — *
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé,
indépendantes, et suivant toutes deux la loi géométrique de paramétre p avec

p €10,1][.
Y-X siYVY>X
0 sinon.

1. Donner la loi de D.
2. Montrer que D admet une espérance et donner sa valeur en fonction de p.

On pose D =

EXERCICE 21: [Indications| [Correction] Raisonner Y ¥
Soient p,q €]0;1[, et X,Y deux v.a. indépendantes telles que X ~» B(p) et
Y ~ B(q).
1. On pose Z = XY. Calculer E[Z].
2. Onpose W=X+Y.
a) Déterminer la loi de W.
b) Déterminer E[W].
c) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que W suive une loi
binomiale. Dans ce cas, donner les paramétres de la loi.
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EXERCICE 22: |[Indications| [Correction] - Modéliser — Calculer — *
Le poingonneur des lilas perfore en moyenne un ticket de premiére classe pour neuf
de deuxiéme classe.

Indépendamment de ceci, le nombre de faux tickets qu’il reconnait dans une jour-
née suit une loi de Poisson de moyenne 3. Il les glisse dans sa poche (sans les
poinconner) en refusant le passage au fraudeur.

En quittant son service, il vide sa poche. Quatre confetti qu’y sont glissés par
hasard.

Calculer la probabilité pour que le nombre de confetti de deuxiéme classe qu’il y
trouve soit strictement supérieur au nombre de faux tickets.

(On rappelle que lorsqu’un ticket était poingonné, la pince produisait un confetti.)

EXERCICE 23: |[Indications| [Correction| - Raisonner — Calculer — ok
Soient X7,..., Xy, ... des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de
paramétre p. Soit N une variable aléatoire indépendante des variables aléatoires de
Bernoulli précédentes suivant une loi de Poisson de paramétre entier n > 1. Pour
tout entier £ > 1, on pose Sy = X1 + ...+ Xg. On définit de plus Sy = 0.

1. Calculer la loi de la variable aléatoire Sy .
2. Vérifier que E (Sy — Sp,) = 0.

Indications

Exercice 2 [Correction]
1. Se poser la question de savoir si on suit un modéle connu.
2. Trouver une relation entre X7, Xo et X3.

Exercice 3 [Correction]
2. On pourra observer que (U — 1) et (V — 1)? suivent deux loi de Bernoulli
indépendantes de méme paramétre. En déduire la loi de S.

Exercice 4  [Correction]
3. La covariance est bilinéaire...

Exercice 5 [Correction]
1. b) Distinguer les cas m = 0 et les autres. De plus, penser a exprimer les
événements grace a X et Y séparément.

Exercice 6 [Correction]
4. Utiliser la question précédente.

Exercice 7 [Correction]
1. a) Penser a un systéme complet (ou quasi complet) pertinent.
c) La aussi, penser a un (voir deux) systéme(s) complet(s) pertinent(s)

Exercice 8  [Correction]
La covariance est bilinéaires...

Exercice 10 [Correction]
Pour < Commencer par montrer que (X = 1) et (Y = 1) sont des événements
indépendants et en déduire I'indépendance de X et Y.

Exercice 11 [Correction|
1. Se souvenir que |r(X,Y)| < 1.
2.  On pourra par exemple se ramener a I’exemple précédent.

Exercice 15 [Correction]
1. Chercher une loi connue!

Exercice 16  [Correction]
1. Chercher une loi connue.

Exercice 17 [Correction]
1. On pensera a la récurrence
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FE 10 -

Exercice 1
1.  On pose n =6.
1
o B(X) ="
1 & (n+1)(2n+1) 7x13
BE(X?%) =— k? = =
* BXT) =2 k; 6 6
n2—-1 35

2. e Support de X : {1,...,6}.

e Support de Y : {0,...,6}.
e Valeur de P(X =k, Y =) :
. On note que Y < X par construction. Ainsi, si (k,1) € {1,
ouk < j,ona
PX=kY=3j)=0

. On suppose (k,1) € {1,...,6} x {0,...,6} et k > j.
On a
P(X =k, Y = j) = Px_(Y = j)P(X = k)

...,6}x{0,...,6}

Or, X admet une loi uniforme sur {1,...,6} et la loi de Y sachant (X = k)

est B(p, k), avec p = % d’ou

sinon

0
PX=kY=5)={1.
L

si (k1) €{1,...,6} x{0,...,6} ou k <j

FAMILLES DE VARIABLES ALEATOIRES FINIES OU DISCRETES

Solutions

3. On connait la loi de X et la loi de Y sachant X. Il suffit donc de connaitre
I’espérance et la variance de ces deux lois pour répondre a la question.
e Espérance :
6
E(Y) = Y jP(Y =j)
j=0
6 6
= Zj Z Px_x(Y =j)P(X =k) (formule des proba totales)
j=0 k=1
6 6
= Y D jPx—k(Y = j)P(X = k)
k=1 j=0
6 6
= ) P(X=k)> jPx=k(Y =)
k=1 j=0
espérance de B(p, k)
6
= ) P(X =k)pk
k=1
= pY P(X=kk=71/4
k=1
espérance de X
e Variance :
6
E(Y?) = Y j*P(Y =)
§=0

— Feuille 10:

6 6
= ij Px_;(Y =j)P(X = k) (formule des proba totales)
1

j=0 k=

6 6
= > > PPPx—k(Y =j)P(X =k)

k=1j=0

6 6
= Y P(X =k *Px=k(Y =)
k=1 =0

E((Y)(x=#))?)
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Or, Y)(x—) suit une loi B(k, p), ainsi,

E((Y)(x=1))?) = V(Y)(x=i) + E(Y)(x=i))* = kpa + (kp)® = p*(k + k?)

d’ou
6
E(Y?) = Y P(X=kp’(k+k)
k=1
6 6
= P’y kP(X =k)+p* Y KP(X =k)
k=1 k=1
E(X) E(X?2)
17 Tx13 14
4\2 6 3
14
E(Y?) =—
(Y7) 3
Ainsi,
V(Y)=E[Y?] - E[Y)? = H_(r ’ =TT 160
N 3 4 48 —
V(Y)=1~1,60
(XY)
6 6
E(XY) = > Y kjP(X =kY =j)
k=1 j=0
6 6
= kP(X = k)Y jPx—k(Y =)
k=1 j=0
espérance de B(p, k)
6
= Y kP(X =k)pk
k=1
6
= pY KPX=
k=1
E(X?)
_17x13 91
T2 6 12
e Cov(X,Y) :
91 7 7 35
Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y) = 5551 %

o r(X,Y): 35

Exercice 2

1. Chacune des n voitures a la probabilité p = % de choisir le premier péage.
Dés lors, la variable aléatoire X; peut se comprendre comme étant le nombre
de succés dans une série de n épreuves indépendantes ayant chacune la pro-
babilité p de réussir. La variable X suit une loi binomiale de paramétres net
p=3

2. Par le cours,

Cov(X Y

r(X,Y) = ~ 0,674

et

V(X)) = 2

car X1, X9, X3 suivent les mémes lois.
Puisque X; + X5 = n — X3, on obtient

V(X1 4+ Xa) = V(n — X3) = V(X3) = 22

3.  Sachant
V(X1 + Xz) = V(X)) + 2C0v(X1, Xp) + V/(X2)

on obtient

Cov(X1,Xs) =——

Exercice 3

1.  Cette somme est le nombre de succés (de probabilité p) dans une série de n
épreuves identiques et indépendantes. Ainsi, elle suite une loi

B(n,p)
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3.

Comme Supp(U) = {0,1,2}, on a

et donc
Supp((U —1)*) = {0, 1}
Autrement dit, (U — 1)? suit une loi de Bernoulli.
Or, P(U-1)2=1)=P(U=1)= (341 =1 Dou
9 1
(U-1)y°<=2B 3

De méme pour (V — 1)2.
Ainsi, par indépendance de U et V, d’aprés la question précédente, on a

1
2,
S%B(,2>

a) Ona

S(T-1)=(U=-1+V -1 U-1)(V-1)=U-1>*V-1)—(V-1>*U-1)

Ainsi, comme les variables sont finies, toutes les espérances existent ici
et

ES(T-1)]=E((U-1*V-1))-E((V-1)>*U-1))

mais comme U et V ont méme loi, les variables (U — 1)3(V — 1) et
(V —1)3(U — 1) sont également de méme loi. Ainsi, leur espérance est
la méme et on obtient

[E(S(T - 1)) =0

b) Ona

d’ou

et donc

On a

Supp(U — 1) = Supp(V — 1) = {-1,0,1}

Supp(T) ={0,1,2}.

On en tire

Pour résumer :

1
P(T=0)=PU=0V=2+PU=2V=0)=¢
1
P(T=2)=PU=0V=0)+PU=2V=2=
3
P(T=1)="
( ) =7
k 012
P(T=k |5|3|5

— Feuille 10:
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c) Par la formule de Huygens,

Cov(S,T) = E(ST) — E(S)E(T) = E(S(T — 1)) + E(S) — E(S)E(T)

Or on a déja calculé
E(S(T-1))=0.

Par loi binomiale, on sait que

E(S):Qxézl

puis par calcul direct sur la loi de T', on obtient

1 3 1
E[T]) = —+1lx-+2x-=1
(1] 0><8+ xgt2xg

ou alors par linéarité et indépendance de U,V :
E[T]=E[U —1E[V —1]+1= (E[U] - 1)’ +1=(1-12+1=1

D’ou finalement

Cov(S,T) =

4.  La covariance nulle ne suffit pas a affirmer I'indépendance de S et T'. Etudions
I'événement (S = 0,7 =0) :

L’événement (S = 0) correspond & (U = 1,V = 1) alors que (T' = 0) corres-

pond & (U =0,V =2)u(U =2,V =0).
Ceux-ci sont incompatibles et donc

P(S=0,T=0)=0# P(S=0)P(T = 0).

‘Les variables S et T ne sont pas indépendantes. ‘

Exercice 4

1. V(S+T)=V(2X;+ X2+ X3). Par indépendance des variables X, X5, X3,
on a
de méme,
V(T) = A+ A3
et

V(S + T) = 4V(X1) + V(Xg) + V(X3) =4M\ + Ao+ A3

2. Ona
V(S+T)=V(S)+V(T)+2Cov(S,T)

d’on
Coo(S,T) = % (V(S+T) = V(S) - V(T))
= % (4)\1 + Ao+ A3 — ()\1 + /\2) — (/\1 + )\3))
= A\

3. Cov(S,S) = Cov(X; + X2, X1 + X3) = Cov(X1,X1) + Cov(Xy,X3) +
Cov(Xa, X1) + Cov(Xa, X3) = V(X1) Dot

‘COU(S, T)=MX\ ‘

4.  Non, sinon on aurait Cov(S,T) = 0.

Exercice 5
1. a) U prend ses valeurs dans N et V dans N*.
b) OnaP[(U=m)N(V=n)]=P(X -Y|=m,min(X,Y)=n).
. *Sim =0,

par indépendance des variables X et Y :

|P(U=0)n(V =n)]=P[(X =n) N (Y = n)] = p*¢*"*|

° * Sim € N*,

P(U=m)N(V=n)]=P[(X=m+n)N{Y =n)]|+P[(X=n)N (Y =m+n)]

et, par équiprobabilité de ces deux événements et indépendance de X et

Y :

‘VmeN*,VneN*7 P[(U =m)N(V =n)] = 2¢>p™+?"~ 2‘

2. a) xPU=0)=) P(U= =3 Pt = 1gp2 :

q
PU=0)=—
( ) 1+p
2
* Pour m > 0, P(U = m) Z2q 71:1(fm

* La loi de V est donnée par Vn > 1,

Zn)zzp[(U:m)ﬁ(V— n)] _q2p2n 2—|—22q2 2n—1 pm 1

Soit :
P(V — n) — q2p2n—2 + 2qp2n—1 — (1 +p)qp2n—2
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Exercice 6

1.

2.

3.

b) P[(U=m)N(V =n)] = P(U =m)P(V = n). Les variables U et V
sont donc indépendantes.

1 1
X«»g(a). Dot E[X]=2et V(X) = —2
La loi du couple est symétrique. E[Y] = E[X] = 2. De méme pour la variance.

P(X=inY =j) = (;)ﬂ = (;) (;)] = P(X =19)P(Y =)
N*

Les variables sont indépendantes.

Les variables sont indépendantes, ainsi V (4X —5Y) = 42V (X)+(=5)?V(Y) =
(16 +25)V(X) = 82.

Supp(S) = N* —{1}.

=2.

2

—
N|—=
SN—

Vi,j €

Soit k£ > 2.
E+1  k+1

2k 2k
et, par linéarité de 'espérance, comme celle de X et Y existent (c’est la méme,
elle vaut 2), on a

P(S=k)=a

E[S] = E[X] +E[Y] =4

Exerci

1.

ce 7
a) Onnote g =1—p. La famille {X = k}yen est un systéme quasi-complet.
Ainsi,
+oo
P(Y=X) = > P(Y=X=k)
k=0

+oo
= Y PY=kX=k)
k=0

—+oo

= Z P(Y =k)P(X =k) par indépendance
k=0
+o0

= > (d")

k=0

“+o0
= P> (@)
k=0

D’ou
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b)

c)

+oo
On peut faire le calcul par P(Y > k) = > P(Y = j) mais on peut
j=k

également passer par la fonction de répartition de Y +1 < G(p) qui est
connue.

PY>k) = 1-P(Y <k)
= 1-P(Y<k-1)
= 1-P(Y+1<k)

et comme on connait la fonction de répartition de Y+ 1 < G(p), on sait
alors que

PY>k)=1-(1-¢")=q"

Ou sinon, on peut penser ¢a en fonction de la modélisation en nombre
d’échecs Y :

(Y > k) = "on a au moins k échecs"

Bref, en conclusion, on a

P(Y > k) =(1-p)!

La famille {X = k}ren est un systéme complet. Ainsi,
—+oo
PY>X) = Y P(Y>kX=k)
k=0

+o0
= Z P(Y > k)P(X =k) par indépendance
k=0
+oo +oo
= > d'pd" =p) ()
k=0 k=0

+o00 1
= pZ(QQ)k =P 2
k=0 —4

1
I (= IS

D’ou

10

2.  Laloi du couple (X,Y) est symétrique en X et Y car les variables sont indé-
pendantes. Ainsi,

P(Y >X)=P(X >Y)

P(X>Y) = P(X>Y)+P(X=Y)
= P(Y<X)+P(X=Y)

en faisant la somme des deux lignes, on trouve
2PY 2 X)=PX>Y)+ PY <X)+ P(X=Y)+ P(X=Y)
Or, le systéme (X > Y), (Y > X), (X =Y) est complet. On a donc

1=PY>X)+PX>Y)+P(X=Y)

D’ou
1
149+
P(Y > X)=1+P(X=Y)=1+-L . =-"97P
1+g¢ 1+g¢
on en déduit .
PY>X)=—
1+gq
[ —q¢"T1? si0<v<u

3. a) PU<LuwVzv)=Pv<X<u?= i
0 sinon

b) PU =u)=p2¢* — ¢®*(1+q))? et P(V =v) = ¢*°[1 — ¢*].
c) Ainsi V suit la loi géométrique sur N de paramétre 1 — ¢2.
Exercice 8
Les moments d’ordre 2 de X et X existent, donc on peut appliquer la formule de
bilinéarité de la covariance :

Coo(X+Y,X-Y) = Cow(X,X-Y)+Cou(Y, X -Y)

Cov(X,X)—Cov(X,Y)+ Cov(Y,X) — Cov(Y,Y)
= V(X)-V()=0.
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c¢) Comme P(A) = P(B) =0, on a alors
Exercice 9 ' .
1. a) Considérons la famille {(Y = j)}jen U{A} ot A = (Y ¢ N). C’est un P(X=iNY ¢N) VieN

systéme complet et ainsi, par o-additivité : .
et donc, d’aprés la,

“+o0
P(X=i) = P(X=inY ¢N)+> P(X=4iY =j) P(X =i)=f(i) VieN
=0
ioo Le problém.e est symétrique en Y et g(j).. . ‘ ’
= PX=inY¢N)+ Zf(z)g(]) 2.  D’apres la.questlon précédente, on a P(X = i) = f(i) et P(Y = j) = g(j)
= pour tous ¢,j € N
Too D’ou
= PX=inY i '
~——
=1 les variables sont indépendantes.
= PX=inY ¢N)+ f(i) 3. Onposeic f(i) = (})p'(1—p)"~" et g(j) = p? (1—p). On est dans la situation

de la question précédente, ol I’on reconnait
b)  On fait cette fois ci une somme sur le systéme complet {(X =1)};en U

(B} ot B = (X ¢N)., dot (X = Bn,p) Y =G

“+o0
1 = P(B)+) P(X =i
=0
“+oo
= P(B)+Y (P(X=inY ¢N)+ f(i))
=0

+00 oo
= PB)+ Y P(X=inY ¢N)+ > f(i)
=0

i=0
car en effet, toutes les séries sont convergentes, soit par hypotheése, soit
par o-additivité. D’ou

1 = PXgN)+PY ¢N)+1

et donc
P(X¢N)+ PY¢4¢N)=0

Or, ce sont deux nombres positifis, donc ils sont chacun nuls, i.e.

| P(Y ¢ N) = P(X ¢ N) =0
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Exercice 10 Exercice 11

On constate que Supp(X) = Supp(Y) = {0, 1}. 1. Le fait que |#(X,Y)| < 1 signifie que
Ainsi, on a d’une part, par théoréme de transfert, Cov?*(X,Y) < V(X)V(Y)
E[XY] = ijP(X=i,Y =j)=P(X =1,=1) Or,
i,jez{(;,l} V(X)=pi(1=p1), V(Y)=pa(l—p2)

A ¢ la fi i 1-— 1
et d’autre, part, vec une étude de la fonction p — p(1 — p) sur [0, 1], on peut observer que

E[X]E[Y] = P(X = 1)P(Y =1)

1
p(l—p) < VYpe(01]
e Supposons que X et Y sont non corrélées. 4
Alors E[XY] — E[X]E[Y] = Cov(X,Y) =0, d’ou D’oil
2
1
E[XY] = E[X]E[Y] Cov?(X,Y) < <4>

d’otu, d’aprés les égalités citées plus haut, ce qui répond a la question.

2. X=1x-1etY =1y_1. On obtient que X et Y sont indépendantes.

Attention, on rappelle que ce résultat n’est pas vrai en général, pour des

Aussi, les événements (X = 1) et (Y = 1) sont indépendants. On sait alors que variables aléatoires quelconques.

(X =0) = (X =1) est indépendant de Y = 1, puis, de méme, (X = 0) indépen-

dant de (Y =0) et (X = 1) indépendant de (Y = 0). Autrement dit, les variables Exercice 12
aléatoires X et Y sont indépendantes. 1. Immédiatement, on a
e Supposons que X et Y soient indépendantes. Supp(X +Y) =[-2,2]

Alors, en particulier,
et en faisant rapidement un petit tableau de probabilités croisés, on obtient
P(X=1=1)=PX=1)P(Y =1) la loi de Z :

Valeurs de P(X =k, Y =j)=P(X =k)P(Y =) :

puis
E[XY] = E[X]E[Y] X = -1 0 1
1|2 - _ I=p1i—p2 - _ D2 —
c’est-a-dire que les variables sont non correlées. Y=-11%5 (X+Y=-2) 17Z1’> 72 X+¥V=-1| % (X+Y =0
Y=0 | B X+Y=-1)| =B (X+Y=0) | BX+Y=1)
Y=1 B (X+Y =0 717”;)7”2 X+Y=1) | B(X+Y=2)
d’ou
k -2 =110 1 2
Pis=k |8 [Z2]s] ("B
2. a) P(Z=01)=P(X+Y =0) = 1, doule tableau de probabilités suivant :
Loi de Z :
k 01 | 02
PZ=k][1]3
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b) Le calcul donne

61+ 20,
3

07 +203

E[Z) .

E[Z?]

et les données de I'énoncé E[Z] = 3 et E[Z?] = 11 donnent

[(61,62) € {(5,2); (1,9)} |

Exercice 13
1. Dans tous les cas, on note que X <Y.
e loideY :

Soit y € N. On a

—+oo
PY=y) = PY =y, X =k)
k=0
y
= Y P(Y=yX=k)
k?O
= Z e_b/\& <y> a®(b—a)v=Fk
— y! \k
A - (Y -
e Ma Z (k)ak(b —q)¥k
k=0
by
o—bA (bA)Y
y'

Dow Y — P(b))

e Espérance et variance de Y : On sait que ‘ EY)=V(Y)= b)\‘

13

2.

Soit z € N. On a

P(X =Y =)

PreX=n=""35_73

Si & > y, on obtient Py_;(X = z) = 0.
Siz<y,ona
—bk)\j AP b j—x
P(X =Y =) € ﬁ<m)“( —a)
PY =3j)

Conclusion : X sachant Y = j suit une loi | B (2 )

Soit z € N. On a

+oo
P(X=1) = » P(X=FkY =})
§=0
+oo ; .
N ;
= Ze_b)\il (])ax(b —_ a)']_x
‘ 1 \z
j== .
Nl ,
—b\ x —x
= M b—a)
c ]Z:;cj! A5 -’
a® I 1
_ —bAY j__ - _ j—x
e x!jz:;/\ (j—x)!(b a)
+00 ;i
_ Aty N i
= € g)\ Z 7'(b — a)J
7=0
eA(b—a)
A e Aba) _ (aA)l’eﬂM
x! x!
D’ou
X — P(a))
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Exercice 14
On sait que, comme X et Y sont indépendante, que

X+Y <P+ p).
De plus, comme Y est positive (ainsi que X)), on a que
0<SX<X+Y

et donc
Supp(X )/ x1y=n) = [0,7]
Soit donc k € [0,n]. On a

P(X,xiv=n="Fk) = Pxiy=n(X=Fk)
P(X=kX+Y =n)
P(X+Y =n)
P(X = k)P(Y =n —k)
P(X+Y =n)

*)\&6*#« prF
3] =)

e—(A+p) (/\tfzt)n

e

)\k Mn—k
kK (n—k)!
o At

‘ k n—k
B n! A 1
T Ro—m [ Ara] | 3ra
S~—— N——
a l1—a

On reconnait donc

A
X iy~ B (0, —
[X¥=n"2 (n A*—u)

14

Exercice 15
1. Tout d’abord, notons que ®  Supp(R) ={0,1,...,7}.

o Supp(Y/(r=z)) = {0,...min(2,2)} et Alice effectue un tirage sans re-
mise de 2 éléments dans une urne contenant z lapins roses sur un total de 7
individus. Il s’en suit donc immédiatement que Y, (gr—,) suit une

loi hypergéométrique de 2 tirages pour un nombre de cas favorables x et 7 individus au total

On peut détailler :

choix des lapins roses/ choix des lapins non roses

—

O @

P(R:w)(Y = k) =

2.  Tout d’abord, on a
Supp(Y) ={0,1,2}

Etant donné les lois conditionnelles précédentes, comme {(R = x)},—0, 7 est
un systéme complet d’événements, on a

7
PY=y) = X_:OP(Y =y,R=1x)
7
= > P(R=z)Pr—(Y =0)
=0
De plus,
R — B(7;0,1)
d’ot, pour y =0,1,2 :
U ()G
PY=y) = ¥ (Dp"(1—p) "L

@

Pour simplifier les coefficients binomiaux, il faut distinguer les cas :

(z) = 0 quand z < y, d’ot une somme qui commence en fait a y.

(;:‘z) =0quand 7—x < 2—y, i.e. 5+y < x, d’oll une somme qui se termine

au maximum a 5 + y. Or
5+y<7,

la somme ne va donc en réalité que de x =y a x =5+ y, avec
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5+y z! (7—x)!

7! . 7—z Y-y C—y)(T—z—2Fy)!
PTG il
=y 5121

PY =y) =

_ 27' T _ T—x
BRI R A i e Ty e

et par changement d’indice i = x —y :

5 o
PY =y) = ﬁiy)!lgpz-ﬂ}(l_p)7_(z+y)i!(55ii)!
5 5
_ 2! N2— iq . \b—i :
= s’ (1-P) y;p (1=p) il(5 —i)!
” =p+1-p=1
= g’ (-
Dot Y ~ B(2,p)

Exercice 16
1. Sachant qu’il y a n accidentés, ’énoncé nous dit que le bouchon n’a pas de
préférence entre les hommes et les femmes, les blessés étant indépendants les
uns des autres, on est en face de n répétitions d’'une méme expérience a deux
issues dont le succes est "étre une femme...", de probabilité %
Autrement dit, on a

1
X/(x+y=n) = B (n, 2)

2. On a a priori Supp(X) = N. De plus, pour tout k € N, on a

+oo
P(X=k) = > P(X+Y =n)Pxiy—n(X =k)
n=0
+00 Ly n _g too n
6" [n 1 e 3
_ —6 - - - _ _
- nz::kn! (k) (2> k! nz;k(n—k)!
_ §+m3j+k: ke;ﬁJrooiij: pe’
k! = 4! k! 4! k!

=0
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3.

X et Y suivent des lois symétriques, d’ot
X,Y < P(3).

D’aprés le cours, on a

Soient &k, € N. On a
PX=kY=1) = PX=kX+Y=k+1)=Pxiyvepu(K=kPX+Y =k+1)
K+
_ E+1\ (1 o6 6r !
k 2 (k+1)!

1 1 k41

= <2> e 96" = P(X = k)P(Y =1)
1

= me*"’s’““ =P(X =k)P(Y =1)

X et Y sont donc indépendants :

C’est cohérent car les variables X et Y ne sont liées par aucune contrainte a
priori dans le probléme.

Exercice 17
1. Initialisation en n = 0 : cours
Hérédité : on suppose que c’est vrai pour n. Montrons que c’est vrai pour
n+ 1.
pose
N
Ty = k(k—1)...(k—n+1)z""
k=n
et
N
Sn= Y k(k=1)...(k—(n+1)+ 1)k "+
k=n-+1

On sait par récurrence que

n!

T
N NS foo (1 —az)ntl

et on veut montrer que

(n+1)!
N-too (1 —x)nt2

Sn

On peut noter que

N
Sy = Y k(k=1)...(k—n)zt !
k=n-+1
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SN

on peut éventuellement faire un changement d’indice : j = k—1 afin de tenter
de se ramener aux mémes types de termes que dans Ty ou Sy :

N

> k(k=1)...(k—n)zt !
n+1

= G+Dj...(j—n+1)2i™™

n

Sy =

il

.
I

On observe que pour retrouver Ty, le terme j + 1 est en trop, alors que pour
retrouver une forme de type Sy, c’est le dernier terme du produit qui ne
correspond pas. On propose donc de décomposer

jHl=j+1-(n+)+(n+1)=j—n+(n+1)

d’ou

N-1 N-1
= Y jo G-+ -n2 "+ m+1)Y . (f-nt )2l
j=n j=n

xSn_1+TN-1
= 2(Sy—N...(N=n)z"™) + (n+ 1)Tnx_1
D’ou
(I1-2)Sv=(mn+1) Tn-1 —x N...(N—n)zV"
~——

n! ﬁo car |z| < 1 (CC)
N—+4o00 (1 _ x)n-‘rl

Comme x # 1, on en déduit que

(n+1)!
N—+oo (1-— 3:)7”2

Sn

2. e D’apres I'énoncé, Supp(Y) = N.
e Soit n € N.
+o00
> PY=nX=k)
k=1

= Jrio P(X =k) Px—(Y =n)
b1 —

=0 si n>k

+oo
PY=0) = > P(X=kPx_;(Y=0)
k=1
X p1, (kY. 0, k-0
= kZ a"'p()r°a
=1
=X -1,k =X k-1
= Y d"'pd"=p 3
k=1 k=1
LS P
= pgyq
k=1
= Pq !
= T
1+g¢q
* Sin#0, on a
+oo
PY=n) = > P(X=kPx—p(Y =n)
’f;:f k-1, (k k
= Y ()
I;jﬁrl w 2k—n—1
= S k(k=1)...(k—n+1)g*"""
k=n
Or, on rappelle que
400 n
k—m __ .
kz:;lk(k—l)...(k—n—s—l)x R
D’ot, pour = g%, on a
+00 nl
2k—2n __ :
S k(k—1)...(k—n+1)q =T
k=n
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_ _opt A 2k—n—1
PY=n) = " S k(k—1)...(k—n+1)q
© k=n
— pn+1 T 2k—2n n—1
= S k(k—=1)...(k—n+1)q q
pn+1qkn:7n1 77,'
N n! (1 —g?)ntl
_ pn—i-lqn—l
P gy
n—1
- T
(14 g)m*
1 sin=20
. 1+4+4¢q
e Conclusion : | P(X =n) = ¢!
W S1n & N
Exercice 18
n n 1
1. P(X=Y)= P(X=Y=k)= P(X=k).PY=Fk) ==
(x=1)=3 P ) =3 PE=RPW =)=
2. Lavariable X +Y prend ses valeurs entre 2 et 2n, et il convient de distinguer
selonque k >n+louk<n+1:
k-1 ko1
Si2<k<n+l, P(X—i—Y:k):Z;P(X:z’)P(Y:k:—i): —
- 2n—k+1
Si2n>k>n+l, P(X+Y =k)= »  P(X =i)P(Y =k—i) = n 5 +
n
i=k—n
n 1 2 1
3. P(X4+Y=2)=Y P(X+Y=kP(Z=k=— S (k—1)= "
k=1 n” k=1 n
Exercice 19
Supp(Z) = Z P(X—Y =k) pg" E[Z] = B[X] - E[Y] = — — 2
pp l4q pr o P2

17

Exercice 20

1. = Supp(D) C
«VkeN (D=k) =

N
L] (V- X =k X =) dot

1EN*
+oo
= Y PY =i+kX=1i)
i=1
+oo
= ) P(Y =i+k)P(X =1i)
=1
_ Zp(l 7 p>z+k71p(1 . p)zfl
=1
400 )
_ p2 Z(l _ p)2z—2+k
i=1

+oo

= pPA-p*> (1-p>) "

i=1

1 1

2 k 2 k
= p"(1-p)fir—=5=p"(1-p

W == gas g
_ g

1+g¢

* La famille {(D = k) }ren est un systéme complet. Ainsi,

+oo
P(D=0) = 1-Y P(D=k)
k=1
+
_ N
k:11+q
“+oo
__pg k—1
1 + q k=1
I N S
14+ql1—gq 1+gqgp
_ 4_ 9 _l1+g-gq
1+g¢ 1+4+g¢
D’ou
pq"
sik>0
P(D =k =41
— sik=0
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D est une variable positive. Elle admet donc une espérance si la série
SOIP(X =k) =) kP(X =
kEN kEN
converge, et dans ce cas, 1’espérance est la somme totale de cette série. On a
kP(X =k) = kpg*~*
SRR = S b
EEN* kEN*

Or, on sait que la somme de droite concerge et que sa somme totale corres-
pond a E[X] = %. Au coefficient d’indice 0 prés (qui est nul!), on sait donc
que l'espérance de D existe. Ainsi,

+00
Z kP(X =

q
O+17+qE[ I= p(1+q)

E(D)

ie.

Exercice 21

1.
2.

Les variables X et Y sont indépendantes. Ainsi, E[XY] = E[X]E[Y] = pq.
a) e Supp(XY)={0;1;2}.

Y\X [0]1 X 0 1
eX+Y:| 0 |0|1| loiducouple; O (I-p)(1—¢q) | p(1—2q)
1 J1]2 1 (1-p)g Pq
La loi de W est donc :
k 0 1 2
pW=k) |(1=p)(A=q) | p+q—2pq | pq

b)  E[W]=E[X]+E[Y]=p+gq.
c) e Supposons que W suive une loi binomiale. On note ¢ la probabilité de
succes. Comme W prend les valeurs 0, 1,2, on a donc nécessairement

W~ B(2,6)
D’aprés la question précédente, comme
20=E[W]=p+gq

on a

On a donc

Ce qui donne

et donc

e Supposons que p = ¢q. On sait alors que | W ~ B(2, 2p).

Soit X le nombre de faux tickets de la journée.

Exercice 22

X ~ P(3)
Soit Y le nombre de confetti de deuxiéme classe sur les 4 confetti trouvés.
9
Y ~ B4, —
~ B4, 1)
X et Y sont indépendantes.

On cherche P(X <Y):
Comme Supp(Y) = {0,1,2,3,4}. On note p = 5.

Y S P(X —a)P(Y —y) = fiP( )yfi P(X =)
y=12=0 y=1 e=0
T
y= =0
13y
i “T1-3
- S X PY =y)B 1)
y=0
673 4 4
- 5 y; VP(Y =y) — ;P(Y =)
1—P(Y=0)
- ? (fj WP(Y =y)— 1+ P(Y =0)
y=1
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Exercice 23
P(X<Y) = i 24: VP(Y =y) — 1 1. Tout d’abord, on sait que Supp(N) = N, ainsi, ({N = i})ieN est un systéme
2 \y=o complet de I'univers. De plus, Supp(Sy) = N. Ainsi, si i € N, on a
+oo
-3 A4 -3 P(Sy=k) = P(N =k)PN=n(Sn =k)
4 N N=n|PON
= Y (C)epra-ptr-1| =% (@2 +1)*—1) ~ 056 kzzo (
2 Y 2
y=0 +00
(3p+1—p)* = Z P(N = k)Pn=k(S) = 1)
k=0
D’Ofl —+o0 k
9 _ S AW 1 k=i (; <k
P(X <Y)= —e3 = Z@ Tl =t i<k
10 k=1
e” i+°° i k—1i
- Z' p ; (k 2)|( p)
e~ +oo k—i
P JU k—1i
_ %pinien(lfp)
1!
On observe que
Sy <= P(np)
2.  Les variables Sy et S,, étant de lois connues, respectivement "de Poisson" et
"binomiale", on sait que leur espérance existe. De plus,
E[Sn]| = np = E[S,]
Ainsi, par linérité de l'espérance, on a bien E (Sy — S,,) = 0.
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