Bepst 2 Lycée Francois 1°¢"

COURS

Année 2024-2025 C. Holtzmann






Table des matiéres

Chap 1 : Séries numériques
I Définition et somme totale

1.1 Généralités

1.2 Changement de borne / de termes
1.3 Calculs

IT Critéres de convergence / divergence . . . . . . . . . . . .. ... .. ..

II.1 Divergence grossiére

I1.2 Séries a termes de signe constant . . . . . .. .. ... ... ...
II.2-a Propriétés élémentaires des séries & termes positifs . . . . .
II1.2-b Critére de comp. de deux séries & termes positifs . . . . . .
II.2-¢c Equivalence . . . . . .. ... ... ... .. ... . ...,

I1.2-d Séries a termes négatifs

I1.3 Convergence absolue . . . . . ... ... ... .. ... . ... ..
IIT Exemples fondamentaux . . . . . . . . . . . . .. ... ... ......
I11.1 Séries de Riemann Y 1 et 3° %
II1.2 Séries géométriques
I11.3 Série "dérivée" (3 nq”‘l)neN
I11.4 Série "dérivée seconde" (3 n(n —1)¢"?)
II1.5 Série exponentielle

II1.6 Application . . . . . . . . . . . . .

IV Et si on change 'ordre des termes?

Chap 2 : Ensembles et Dénombrement (rappels)
I Vocabulaire des ensembles et des applications . . . . . .. .. ... .. ...
1.1 Ensembles

1.2 Applications

II Dénombrement

© 00 00 00 N = Ut T =k e R W NN = =

I S = S ==t
NN N= O

13
13
13
13
14

II.1 Notion de cardinal

II.2 Formules . . . . . . . . . e e e e

Chap 3 : Probabilités (Généralités)
I Le triplet fondamental . . . . . ... ... ... ... ... ... .....

[.1 Cas des probabilités finies . . . . . . .. .. ... ... ...
[.1-a Rappel de définition et propriétés élémentaires . . . . . . .

I1.1-b Problématiques, limites et insuffisances de la théorie de 1'uni-
vers fini

[.2 Cas général : mesure de probabilité . . .. .. ... ... ... ....
1.2-a Réunions et intersections "dénombrables"
1.2-b Notion de tribu

I1.2-¢ La tribu des Boréliens

1.2-d Espace probabilisé

1.3 Cohérence avec les propriétés connues

II Probabilités conditionnelles

I1.1 Définition et exemples de calculs

I1.2 Formules de Bayes
I1.3 Formule des probabilités composées . . . . . . .. . .. .. ... ...
IIT Indépendance . . . . . . . . . . . .
IV systémes (quasi)-complets
IV.1 Définition . . . . . . . . ..

IV.2 Formule(s) des probabilités totales

V Variables aléatoires

V.1 Variables aléatoires quelconques . . . . . .. ... ...
V.2 Loi d’une v.a. par fonction de répartition . . . . . .. ... ... ...

V.2-a Valeurs de la variable : notion de support

V.2-b Fonction de répartition d’une variable aléatoire . . . . . . .

V.2-¢ Fonction dite "de répartition"

V.3 Indépendance de variables aléatoires

V.3-a Cas de deux variables

V.3-b De maniére générale :

Chap 4 : Polynémes

I Généralités sur les polynomes

1.1 Définitions et vocabulaire de base

1.2 Polyn6éme nul et unicité de I’écriture d’un polynéme



1.3 Degré d’un polynéme
IT Opérations sur les polyndémes . . . . . . . . . ... .. ...

II.1 Définitions et propriétés élémentaires
I1.2 Résultat des opérations sur les coefficients . . . . .. ... ... ...

I1.3 Résultat des opérations sur lesdegrés . . . . . .. .. ... ... ...
IIT Décomposition d’un polynéme en sous-facteurs . . .. ... ... .. ...
IT1.1 Divisibilité
II1.2 Racine et divisibilité . . . . .. ... . ..o 0oL

II1.3 Racines dans C et décomposition dans C[X]

Chap 5 : Rappels équations diff. linéaires
I Ordre 1 ytay=c ... ... .. ...
II Ordre 2 a coefficients constants ay" +by +cy=d(x) .....

Chap 6 : Espaces vectoriels
I Généralités . . . . . . . . . e
1.1 Structure d’un espace vectoriel . . . . . ... ... ... ... .....
1.2 Sous-espace vectoriel . . . . . . . ... ...
IT Famille génératrice, famille libre et base . . . . . . . ... ... ... ....
I1.1 S.e.v. engendré (Vect) et famille génératrice
I1.2 Famille libre . . . . . . . . . . . .
I1.3 Base

I1.3-a Définition . . . . . . . . . . . . ...

I1.3-b Existence d’une base : extraction d’une famille génératrice
IIT Dimension, rang et recherche de base . . . . . . .. .. ... ... . ....
II1.1 Dimension
III1.2 Rang d’une famille . . . . . . ... ... ... ... ... ...

II1.3 Théoréme de la base incompléte

IV Coordonnées . . . . . . . . . .
IV.1 Unicité de la décomposition dans une base . . . .. ... ... ...
IV.2 Notion de coordonnées . . . . . . . . .. .. ... ... ...
IV.3 Changement de base . . . . . . . ... .. ... . ... . ... ...
IV.3-a Sion a les coordonnées de u dans B’ et on veut Mp(u)
IV.3-b Si on a les coordonnées de u dans B et on veut Mp/(u)

IV.3-c Propriétés des matrices de passage

34
34
34
35
36
37
37
37
42

45
45
47

51
o1
o1
52
54
54
95
o7
o7
o8

Chap 7 : Intégrale généralisée
I Rappels de notations, vocabulaire et d’intégration sur un intervalle [a, b]

1.1 Intégration par partie sur un segment

b
[.2 Changement de variable sur une intégrale / A

[.2-a Intégration par substitution et changement de variable x =
O(t)
1.2-b Changement de variable (le vrai!) avec changement de va-
riable t = ¢ (z)

1.3 Primitivation

II Convergence d’une intégrale (impropre ou) généralisée

I1.1 Déf. d’une intégrale généralisée sur un intervalle semi-ouvert . . . . .
I1.2 Intégrales faussement impropres . . . . . . . . .. . . ... .. ....
I1.3 Définition d’une intégrale généralisée sur un intervalle ouvert

I1.4 Définition d’une intégrale généralisée sur une réunion d’intervalles ou-

verts
III Manipulation des intégrales impropres . . . . . .. . . . .. ... .. ...
III.1 Linéarité
I11.2 IPP

IT1.3 Changement de variable . . . . . ... ... ... ... .......

III1.3-a Le théoréme et son application

IT1.3-b Cas des fonctions paires et impaires

I11.4 Bilan des principaux résultats

IV Fonctions positives et convergence absolue

V Exemples fondamentaux . . . . . . . .. ...

Chap 8 : Equations différentielles autonomes
I Définition et quelques propriétés . . . . . . . . . . . ... ... ...

II Résolutions graphiques : méthode d’Euler

III Exemples de résolutions en dynamique des populations
II1.1 Modéle de Malthus . . . . . . . ... ... . . ... ...
II1.2 Modéle Logistique
IT1.3 Le modéle de Gompertz . . . . . . . . . ... ... ... ... ..

Chap 9 : Variables aléatoires discrétes
I Généralités . . . . . . . . .
I.1 Définition . . . . . . . . ..



12 Loid'une vea.d. . . . . . oL
1.3 Fonction de répartition . . . . . . .. ... Lo

IT Exemples fondamentaux . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
I1.1 Rappels de Probabilités finies . . . . . .. .. ... ... ... ....
II.1-a Loi uniforme . . .. ... ... . ... ... .. .......

IL.1-b Loi binomiale B(n;p) . . . . .« . .« o o

I1.2 Loi géométrique . . . . . . . . . . . . e

II.3 Loide Poisson . . . . . . . . ... .. ...

IIT Espérance et variance . . . . . . . . . . . . o vt i
III.1 Espérance . . . . . . . . . . 0 o i i i e e e
III.2 Moments . . . . . . . . . . o
III.3 Variance . . . . . . . . .. . e

II1.4 Exemples fondamentaux . . . . . . . .. ... .. ... ... ... ..
II1.4-a Loi uniforme discréte . . . . . . ... .. ... ... ....

II1.4-b Loi de Bernoulli, B(p)
III.4-¢ Loi Binomiale, B(n;p)

II1.4-d Loi géométrique sur N* ou N
II1.4-e Loi de Poisson, P(A) . . . . ... ... ... ... ....

Chap 10 : Couples de va. aléatoires discrétes
I Lol . . o e
I.1 Loi conjointe . . . . . . . ..o
1.2 Loi marginale . . . . . . . . . . ...
1.3 Loi conditionnelle . . . . .. ... .. oo
IT Corrélation . . . . . . . . . . . . e
II.1 Espérances . . . . . . . . . 0 i v i it
I1.2 Covariance . . . . . . . . . . .. .
I1.3 Coefficient de corrélation linéaire . . . . . . .. ... ... ... ...
II.4 Indépendance . . . . . . . . . . ..
III Convolution . . . . . . . . . . . . .
IIL1 Généralités . . . . . . . . o
II1.2 Exemples . . . . . . . . o e

II1.2-a Convolution de Lois binomiales . . . . . ... .. ... ..

II1.2-b Convolution de lois de Poisson

101
102
103
103
103
103
103
104

107
107
107
108
109
109
109
111
114
114
117
117
119
119

Chap 11 : Applications linéaires 123

I Généralités . . . . . . . . . . e 123
I.1 Notion d’application linéaire . . . . . ... .. ... ... . ...... 123
[.2 Opérations sur les applications linéaires . . . . . . . . ... ... ... 125

[.3 Lien entre matrices et applications linéaires en dimension finie . . . . 126
1.3-a Matrice d’une application linéaire en dimension finie . . . . 126

[.3-b Changement de base dans un eV en tant qu’application li-

néaire . ... Lo 130

1.3-¢ Changement de base dans “E” et/ou “F” pour des AL . . . 131

II Image, noyau, injectivité, surjectivité . . . . . . .. .. ... ... ... .. 134
IL.1 Image (d'unsevoude E) . ... ... ... ... ... . 134

II2 Noyau . . . . . .. .o 135

I1.3 Injection, surjection . . . . . . . . .. .. ... 137

IIT Applications linéaires en dimension finie . . . . .. .. .. ... ... ... 139
ITII.1 Rang et matrices . . . . . . . . . .. ..o 139

ITI.2 Image d’une base et injectivité . . . . .. ... ... ... ... ... 139

II1.3 Théoréme du rang et conséquences . . . . . . . . .. .. ... .... 143
Chap 12 : Variables a densité 145
I Densité . . . . . o . 145
I.1 Définitions et généralités . . . . . . . . . ... ... L. 145

[.2 Si je sais qu’une variable admet une densité . . . ... ... ... ... 148

1.3 Si je veux montrer qu'une variable admet une densité . . .. .. ... 151

II Moments, Espérance et variance . . . . .. ... .. ... .. ... ..... 153
IIT Exemples fondamentaux . . . . . .. .. .. ... ... ... ... 157
II1.1 Loi uniforme . . . . . . . . . . ... 157

II1.2 Loi exponentielle . . . . .. . .. .. ... . . 160

III.3 Loi normale . . . . . . . . . . . . 162
III.3-a Loi normale centrée réduite . . . . . ... ... ... ... 162

III.3-b Loinormale . .. .. ... ... ... .. .. ........ 163

IV Opérations sur les variables aléatoires . . . . . . . .. .. ... ... .... 164
IV.1 Multiplication et addition par un scalaire . . . . .. ... ... ... 164

IV.2 Somme de va indépendantes . . . . . .. .. ... ... ... 165

V Annexe : Tables et calculatrice . . .. ... ... ... ... ... ... . 167



Chap 13 : Produit scalaire dans R"
I Généralités . . . . . . . . .
1.1 Définitions et propriétés élémentaires . . . . . . . .. ... ... ...
1.2 Changement de base . . . . . .. ... ... ... ... ..
IT Orthogomalité . . . . . . . . . . .
II.1 Définitions et propriétés élémentaires . . . . . . . . . . . .. .. ...
I1.2 Traduction des formules de changement de base dans une base ortho-
NOTMEE . . . . . . . oL e e e e e

I1.3 Diagonalisation dans une base orthonormée

IIT Distance et projections orthogonales

Chap 14 : Diagonalisation
I Valeur propre et vecteur propre . . . . . . . . . . . ... ...
1.1 Valeur propre d'un endomorphisme . . . . . ... ... ... .....
1.2 Vecteurs propres et espaces propres d’un endomorphisme . . . . . ..
1.3 Stratégies de calcul des valeurs propres d’'un endomorphisme . . . . .
1.4 Stratégies de calcul des espaces propres d’un endomorphisme . . . . .
1.5 Valeurs propres d’'une matrice . . . . .. ... .. ... .. ...
IT Diagonalisation . . . . . .. . . ...
II.1 Définitions . . . . . . . . . . e
I1.2 Nombre de valeurs propres / dimension des espaces propres
I1.3 Diagonalisabilité sur Rou C? . . . . . ... ... ... ... .....

I1.4 Formule de changement de base . . . . . .. .. ... ... ......

III Applications : puissances me™eS . . . . . . . . . . . ...

II1.1 Suites récurrentes linéaires

II1.2 Sauts aléatoires par un exemple

Chap 15 : Théorémes limites
I Loi faible des grands nombres et approximation de la moyenne, d’une proba-
bilité et de la variance . . . . . . .. ... L oL

1.1 Problématique et vocabulaire sur un exemple : . . . . ... ... ...

L2 Inégalités . . . . . . . . .

1.3 Loi faible : approximation de la moyenne . . . . . .. ... ... ...

1.4 Application : approximation des probabilités . . . . . .. ... .. ..

1.5 Application : approximation de la variance . . . ... .. ... .. ..

IT Convergence en loi et variables & supports entiers

I1.1 Convergence en loi : cas général . . . ... ... ... ... ... ...

I1.2 Convergence en loi : cas des supports dans N . . . . . ... .. ... 211
II.2-a En général . . . ... ... .. ... ... 211

11.2-b  Approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson . 211

IIT Théoréme central limite : deux formes . . . . . .. .. ... ... ... .. 213
III.1 Si on connait 02 . . . . . . . . . ... 213
III.1-a Le théoréme ; premiére forme . .. ... .. ... .. ... 213

II1.1-b Appl.1 : approximation d’une loi binomiale par une loi nor-
male . ... 214

III.1-c  Appl 2 : approximation d’une loi de Poisson par une loi

normale . . . ... 215

II1.1-d Les approximations en bref . . . . . ... ... ... ... 216

II1.2 Si on ne connait pas o2 : Deuxiéme forme du TCL . . ... ... .. 216
IV Introduction aux tests de conformité . . . . ... ... ... ... ... .. 218
IV.1 Principe d’un test de conformité sur un exemple . . ... ... ... 219
IV.2 Résumé de vocabulaire et principe général . . . . . . . ... ... .. 220
IV.3 Tests bilatéraux . . . . . . . . ... L 221
IV.3-a Tests de conformité d’une moyenne connaissant o2 . . . . 221

IV.3-b Test de conformité ne connaissant pas 02 . . .. ... .. 223

IV.4 Tests unilatéraux . . . . . . . . . .. ... 223
IV.4-a On sait déja que pg > p; donc cas de Hy : "pug > p” . .. 224

IV.4-b Casde Hy :7pua < p” oo 000 225



SERIES NUMERIQUES

Introduction :
Rappelons qu’une suite numérique est une suite a valeurs dans R ou dans C. Pour
toute suite numeérique (uy, ),>n, on peut donc construire une nouvelle suite (S, )n>n

définie par

Ce chapitre consiste a étudier ce type de suites, appelées "séries", qui seront ensuite
utilisées dans le but de définir la théorie sur les "probabilités discrétes".

1 Définition et somme totale

I-1 Généralités
[ |

Définition
Une suite (Sy,)n>n est appelée série s'il existe une suite (uy,),>n telle que

VneN, n=N S,=> u
k=N

Dans ce cas, on appelle
B uy le terme général de la série (Sy)n>n ;

m S, la somme partielle d’ordre n de la série (Sp)n>n-

et on note de maniére plus explicite

sz

Contre-Exemple(s) :

2n
1m A, = > wug nest pas une somme partielle, puisque les deux bornes dé-
k=n-+1
pendent de n. En revanche, on peut exprimer A, grace & des sommes par-
tielles : .
Ap = Sap — Sp, 00 Sy, = > ug o N est fixé.
k=N
n
2m B, =) . n’est a priori pas une somme partielle, puisque le terme gé-
k=0T

néral dépend aussi de n. Néanmoins, dans cet exemple, on peut également
exprimer B,, grace a des sommes partielles :
2n

1 1
Bn:Zn+k :ZE:SZn*Snfl
n 1 _ —n
ouS,=> —. h=0 i
=1k
# Définition
On dit (trivialement) que la série > wu, converge (resp.diverge) si la suite (Sn),>n

n>N
n

converge (resp. diverge.), ou S, = Y, wuy pour tout n > N.

. . n>N
pour désigner la série (Sp)n>n-
m  Exemple 1
n
S, = E* .0
n kglv na
Uk
Si= 1, Syo=1+22, ..., S,= 1+ 22+ ..+ n?
uq w1l us Ul u2 Un

k=N
n +oo
En cas de convergence, la limite sera notée lim > wp = ), wuy et sera appelée
no+oo N k=N
somme totale de la série Y .
n>N
m  Exemples :
n
2m Lasérie ) 1 est divergente. Eneffet, Y- 1=n+1—— 400
n>0 k=0 n—r+oo
n n(n+1
3 m Lasérie > n est divergente. En effet, > k= (n+1) +o0.
n>0 k=0 2 n—+oo
4m Si|g| <1, lasérie Y g™ est convergente. En effet,
n n)% 1 +oo
qkzl_q+ 1 daoﬁzqk: 1
k=0 I=g notee 19 k=0 1—q
OBJETS

Ne pas mélanger les types d’objets en présence :

n “+o0 “+o0
objet : | uy Sp = Z Uk Z U = Z Un Z Up = Z Uk
k=N k=N n=N n>N k>N
type : | nombre réel qui dépend de n nombre réel : limite suite
ype indépendante de n | (liste de nombres)

— Séries numériques —



m  Exemple 5

“+o00
On peut dire que > 2% = 1_11 =2, mais Y, 2% ne vaut pas 1_% C’est une suite.
n=0 2 n=0 2
On a
Zl—(S)— I T (infinité de t )
5 = (5n) = , 5 5T 530 - infinité de termes
nz0 So —

o

f Remarque :

Si la limite de la série est 00, on s’autorise toutefois souvent par abus de notation

+oo

a écrire Y, wuy = +oo, mais dans ce cas, on ne parle pas de somme totale, puisque

k=N
ce nombre n’existe pas. (Oui, on rappelle en effet que co n’est pas un nombre. . .)

? Exercice 1

’7 400
Montrer que > 2" est divergente et que »_ 2" = +o0.
n=0 n=0
Solution

="t 1 40

n+41
2 n—-+oo

n
k_ 1-2
Pour tout n € N, on a kZOZ = 55—

n
& VARIABLES
n

g’ Définition

ou divergeant de la série.

‘ De méme que pour une suite, on appelle nature de la série le caractére convergeant

f Remarque :

| Tout comme les suites, il existe des séries qui divergent autrement que vers +oo!

m  Exemple 6

n
Si uy, = (—1)™ pour tout n € N. Alors S,, = > uy = .
k=0 1 sinon

0 sin est impair

Les sous-suites de (S,,) d’indices pairs et impairs convergent donc vers des limites

différentes. Autrement dit, la série > u,, diverge.

& DIFFERENCE SUITE (u,) /SERIE Y. u,
n>N
¢ Ne pas confondre la convergence de la suite (uy,) et celle de la série > u,, !

m  Exemple 7

Siu, =1,ona Y 1 =n—— 400, alors que hr—? u, = 1. La suite (u,)

k=1 n—-+oo n—
converge, alors que Y wu, diverge.
neN

-2 Changement de borne / de termes

L’objet sur lequel on fait la limite est le "n" du S, = > et non le "k" qui est juste
k=N
une variable muette. Ainsi, la borne de départ NV est importante dans le calcul de

la limite :

m  Exemple 8
Silgl <1, lasérie > ¢" est convergente. En effet,

n>

T S R R e R (R L
1_q n—-+o00o 1—q 1-—
Dk*Q k=0 _,’io 1 _;,_Zoo q2 #-15
ol " =— et "= "

Propriété 1

Pour une suite (up)n>n et pour tout M € N, M > N, les séries > u,, et

> u, sont de méme nature. n>N
n>M
Démonstration :
n M—1 n
Pour tout n > M, on a E Uy = E m + E am
k=N k=N k=M
——

M —1 indépendant de n "
Le terme E uy, étant constant par rapport a n, la convergence de ( E up | est
=N k=N

n
donc équivalente a la convergence de < E uk>. 0
k=M

CONFUSION
¢ Meéme nature ne veut pas dire méme somme totale! (c¢f ex précédent)

f Remarque :

S’il n’y a aucune ambiguité sur la borne de départ N de la série (ou si elle n’a pas

d’importance), on notera le plus souvent E uy pour désigner la série E Uy -
n>N

Propriété 2

Si (uy,) et (vy,) ne différent que d’un nombre fini de termes, alors > uy, et > vy,
sont de méme nature.

— Séries numériques —




I-3
|

Démonstration

Sachant que la convergence ne dépend pas de la borne de départ, pour des raisons
de facilité d’écriture, on pourra supposer que la suite est indexée sur N.

On pose Q = {n € N | u, # v,}. Q est un sous ensemble majoré de N. Il possede

donc une borne supérieure, notée M.
Par définition de M, on a

(Zun)nkﬂlJrl - (Z Un)n}ﬂ[Jrl-

Par le lemme précédent, on sait que > u, est de méme nature que (3 Upn)n>n41-

neN
De méme, ) v, est de méme nature que (D vy,)n>nm+1. Par transitivité, on en
neN
déduit que > wu, et > v, sont de méme nature. [J
neN neN
Calculs

Méthode 1 - Calcul de la somme totale par téléscopage

1
(exemple — et

Le téléscopage est une méthode utilisée (dans des cas limités) pour aboutir au calcul
explicite de la somme partielle puis de la somme totale. Il consiste & écrire le terme
général u,, sous la forme d’une somme d’éléments de méme type :

Up = Unt1 — Un,

- 1), qui, par changement d’indices, produiront 1’élimination pro-

gressive de la plupart des termes.

Exemple 9

1
Calcul de la somme de la série > ——
n>1 n(n + 1)

pour u, = —————, on écrit u, = — —. Ainsi, par téléscopage :
" n(n+1) ; n n+1 -
N~ N~
Un Vn 41

n l n n n n+1 l l

g T = E Uk — E V1 = g g — E Vg = V1 — Unp1 =1 —

= k'(k' + l) k=1 k=1 k=1 k=2 n+1

. . T 1
Autrement dit, la série est convergente et Z —_— =
=1 k(k+1)

Méthode 2 - Décomposition

PI’Opl’iété 3 (Combinaisons linéaires de séries)

Soient > wy et > v, deux séries et A € C.
n>N n>N
+oo
i- Si ) u, converge, alors la suite Y Au, converge vers A > (uy).
n>N n>N n=N
ii- Si > u,et > w,convergent, alors lasérie > (up -+ v,) converge vers
n>N n>N n>N
+oo +oo
ST Un+ D Un.
n=N n=N
iii- Si Y, u, converge et Y. v, diverge, alors > (uy + v,) diverge.
n>2N n>2N n>N
iv-  Si Y u, diverge et > v, diverge, alors on ne peut rien dire sur
n>N n>N
> (un +vp).
n>N
Démonstration

C’est tout simplement une conséquence directe des propriétés sur les suites. [

m  Exemple 10

La série ). (%)TL—H =1 3" 1" converge. (application de i)
n>=0

n>=0

En effet, comme

n>0

multiplication.

m  Exemple 11

L. 1 1\nt+1 . . .
La série ) (g +(3) diverge. (application de i)
n=0
] 'Ol . . 1 _ 1 E
En effet, on voit pour commencer que : Z>:u 5= 5 Z;U 1.
n= n=

n=>0 n=0
linéaire de séries, on sait donc que la somme va diverger.

<4 Remarque :

. n Pt o ey
H < 1, on sait que Y. é converge et la série initiale converge par

. Lo n+1 o
On a déja vue que la série > 1 diverge et que Y. (3) converge. Par combinaison

En cas de divergence vers l'infini, les principe des limites usuelles s’applique toute-

“+o0 “+o0

—+oo

fois. Par exemple, si > wu, = +o0o et Y, v, = +oo, alors Y. (up + v,) = +o0.

n=N

n=N

n=N
En revanche, si les deux limites infinies sont de signe opposé, alors c’est une forme

indéterminée.
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11 Criteres de convergence / divergence

II.-l Divergence grossiere

Proposition 4

Si > uy, converge, alors lim w, =0
n—+00

Démonstration

Si > u, converge, on note S la somme totale de la série et S,, la somme partielle
d’ordre n. On a alors

0 Up = Sy — Sp1 ——— 5 —5=0.
n—-+o0o
Conséquence :

Si la suite (uy,) ne tend pas vers 0, alors > u, ne peut étre convergente.
m Exemples :
1 1
12m > In(2 + —) ne peut étre convergente, car lim In(2+ —) =1n2.
neN* n n—+00 n

13w ) sinnj ne peut étre convergente, car (sinny) est une suite divergente.
neN

& RECIPROQUE FAUSSE !
2 Il existe des séries divergentes, dont le terme général tend vers O :

Proposition 5

1
La série > — est divergente.

n>1 n
Démonstration
noq ) ) 2n 1 1
On pose S, = > —. Alors S5, — S, = >, — Zn—=—
k=1 l{ }‘y:~n‘+l\l\,:/ ZTL 2
1

Si (Sp,) était convergente, en notant S la somme totale, par passage a la limite des
. . . . 1 .
deux cotés de I'inégalité, on obtiendrait S — .S > —, ce qui est absurde. O
SN—— 2

0

Définition
‘ Si une série Y u,, est telle que (uy,) ne tend pas vers 0, on dit que la série diverge
grossiérement.

H.-2 Séries a termes de signe constant

11.2-a) Propriétés élémentaires des séries a termes positifs

Commentaires :
Comme on ne sait pas toujours calculer facilement les sommes partielles, pour dé-
terminer la convergence d’une série dans le cas ot elle ne diverge pas grossiérement,
on peut étre en proie & certaines difficultés. Néanmoins (et heureusement), il existe
un certain nombre de critéres nous permettant de faciliter cette étude. Les critéres
de base consistent a se ramener & des séries dont la convergence est déja connue.

Lemme 6

On se donne > u, une série & termes positifs au moins & partir d’un certain

rang. On a alors :

i~  La série Y u, est croissante.

it - La série > u, converge si et seulement si elle est majorée. (et s’il y a conver-
gence, sa somme totale est inférieure & son majorant.)

iii -~ La série Y u, diverge vers 400 ssi elle n’est pas majorée.

Démonstration
Soit > u, une série a terme positifs. On peut supposer que »  u, = »_ Uy.
neN

n

On pose S, = > uy. Alors S, 11 — S, = u,, > 0. La suite (S,,) est donc croissante.
k=0
Comme (S,) est croissante, les critéres de convergence sur les suites croissantes
nous indiquent que > w, est convergente si et seulement si elle est majorée. Les
neN

critére de majoration de la limite s’appliquent également.
De méme que pour la partie précédente, les critéres de convergence sur les suites
croissantes nous indiquent que si > u,, n’est pas majorée, elle diverge vers +oo. [J

m Exemple 14
Montrons que la série % converge :
n>1
Notons . 1
bn, — T eon
; k3k

Remarquons que la série est & termes positifs. Elle est donc croissante. De plus, pour
tout £ > 1, on a

Ainsi, on a
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C

Ainsi, au total, on a pour tout n € N* :

Sn <

N =

C’est donc une suite croissante et majorée, donc convergente, avec méme

X1
0<y — <=
;niin 2

ommentaires :
En réalité, ce théoréeme n’est pas du tout optimal dans l’exemple précédent. On se
servira plutot du théoréme qui suit :

I1.2-b) Critére de comp. de deux séries a termes positifs

Théoréme 7 de comparaison des séries a termes positifs (TCSTP)

On se donne deuz suites (uy) et (vy,) telles que, & partir d’un certain rang N,

m (uy) et (uy) sont positives

U, < Uy
Alors
+oo +oo
i~ SiY v, converge, alors Y u, converge et Y. Up < D Up.
n=N n=N
it~ SiY u, diverge, alors Y v, diverge.
Démonstration
Les séries > u, et > w, (resp. Y v, et > v,) sont de méme nature. Il suffit
n>N n>N
donc d’étudier la convergence de Y. u, et > wv,.
n>N n>N

n n
Clairement, on obtient 0 < > wp < > wyg.
k=N k=N
De plus, d’aprés le lemme précédent, comme tous les termes de rang plus grand

que N sont positifs, les séries < E ’11,,,,) et < E fl;,,,,) sont toutes deux crois-
N n>N

n>I
santes.
° Supposons que la série > v, converge.
neN
On a > v, converge <& > v, converge
n>N
< ) v, est majorée
n>N
= > u, est majorée
n>N
=2 Z Uy, est convergente
n>N
< Y uy, est convergente

En cas de convergence, le passage a la limite donne le reste.

° Supposons que la série > wu,, diverge.
neN

Cette partie est simplement la contraposée de la premiére. [

m Exemples :
15w Lasérie (1) converge.

En effet, on observe que pour tout n > 2, 0 < (%)" < (%)" Or la série Y (%)” est

convergente (comme vu sur un exemple précédent.) Ainsi, par théoréme de comparai-

P N s n
son des séries & termes positifs, (3 (1) )n>2 converge.
, >

16 m  La série > n&—*‘_ll) diverge.
n>2

On constate en effet aisément que
n+1 1
— > —>=>0Vn > 2.
nn—1) " n

iver eri 1 .
La divergence de la série (3 % )“22, permet de conclure.

1I.2-c) Equivalence

Théoréme 8

On se donne deuz suites (un) et (vy) telles que,
i~ G partir d’un certain rang N, (u,) et/ou (v,) sont positives
- Up ~ Up.

Alors Z Uy, CONVETGE SSi Z vp, cv (elles sont de méme nature)

Démonstration
Les deux séries étant équivalentes, a partir d’un certain rang, il existe une suite h,,
telle que

Up = }Ln Un

avec h,, — 1. Ainsi, il existe M > N tel que pour tout n > M,
n——+oo

< hn <

N W

Les suites (uy,) et (v,) étant de signe constant & partir du rang N (supposons ici
positives, le cas négatif est laiss¢ en exercice), pour tout n > M,

w

0 < 57/‘” g Unp, g 5 Un

[\
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Par TCSTP sur les deux premiers membres, on déduit que si ) u,, converge, alors
> v, converge également.

Les membres de droite donnent, toujours par TCSTP, que si Y v, converge, alors
> u, converge également.

(Ou alors, 'énoncé étant symétrique en u,, et vy, il suffit d’échanger les deux suites
U, et v,.) CQFD O

4> Remarque :

De maniére équivalente, la conclusion du théoréme précédent peut également étre
"> u, diverge ssi Y vy, diverge".

Commentaires :
1l est écrit "(u,) et/ou (uy,) sont positives". En effet, si l'une des deuz est positive et
qu’elles sont équivalentes, cela signifie qu’automatiquement, autre sera également

positive a partir d’un certain rang. Il n’est donc pas nécessaire de vérifier que les
deux sont positives. Une seule suffit.

m Exemple 17

Montrons que la série Y In (1 + )> converge :

n(n+1

On oberve trivialement que les termes de la série sont tous positifs. De plus, comme
1

(H+ 1) n—+oo

On sait que In <1 + Wili ~ n(n+1 . Or, nous avons déja montré par téléscopage que

0

la série > 2Ty Ctait convergente. En conclusion, »_ In (l + o 1)) converge.

? Exercice 2

K/Iontrer que la série Y In (1 m) converge. (Attention, ici les séries sont néga-
tives !!)
Solution

Comme dans ’exemple précédent, on voit que pour tout n € N* :

1 1
0<—In(1— ~
= ( n(n + 1)) n(n+1)

Ce qui, par convergence de la série positive Z " +1) et par équivalence des termes géné-

raux nous dit que — Y In ( — m) converge et donc également ) In <1 +om +1)>

L

ERREUR DE RAISONNEMENT

Equivalence des termes généraux ne signifie EN AUCUN CAS que les séries le sont
§ équivalentes!!

m Exemple 18

Remarquons que
1 1

nn+1) - n(n—1)

(on peut passer par m ~ L~ m) Mais

1 1
nz;zn(n—&—l) %én(n—l)

En effet, on sait que la série )

=

Nous avons d’ailleurs également calculé (p.3) :

m est convergente par téléscopage (p.3).

27:1_7N1
£ ki +1) n+1

D’ou

z": ! 111 1
“nm+1)  a+l 11+1) 2 n+l 2

Comme 5 7 1, on a donc

i 1 - 1 1
=1-— - =1
;kkJrl n+17é];2k(k+1) n+1

VERIFICATION HYPOTHESES

tifs & partir d’un certain rang". En revanche, attention & ne pas ’appliquer si les
termes ne sont pas de signe constant!

% Le théoréme précédent s’applique également a des séries dont les termes sont "néga-

m Exemple 19

Avec u,, = (\}) + , on observe que :

="

Vn
Or, % est convergente (admis ici) mais Y u, = Y, % + > L est ainsi la
combinaison linéaire d’une série convergente et d’une série divergente. Elle est donc
bien divergente, contrairement a > % qui elle, est convergente !

Up ~
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I1.2-d) Séries a termes négatifs

f Remarque :

Tous les résultats de la section II-2 peuvent étre transposés plus ou moins directe-
ment au cas ou on a u, et v, tous deux négatifs a partir d’un certain rang
N. (On pourra éventuellement s’interroger sur ce point.)

Néanmoins, afin de ne pas multiplier (et surtout mélanger) les résultats a retenir,
il est plus aisé pour vous de poser simplement deux autres suites a,, b, telles que
ap = —Up, b, = —v,. Ainsi, on a

Gpybpy 200 > N
et on peut alors tenter de conclure dans un premier temps sur les séries > a, =

—> u, et > b, = —> v,. L’important est que le signe soit constant et iden-
tique pour les deux séries & partir d’un certain rang.

? Exercice 3
BYi

1 —n—+1

ontrer que la série ) In =]

neN
(On pourra utiliser que In(1+z) <z Vo >0)

e converge.

Solution
Si on pose u, = In nile*"H, on constate, comme 0 < ﬁ < 1, que
1
In—=—-—Inn<0etdoncu, <0 Ve&N.
n
On pose alors a, = —In 25e "™ =In(n+ 1)e”"*! > 0 Vn € N. D’aprés les inégalités
de I'énoncé, on sait alors que
1 n—1
Ogangn(f) Vn € N
e

Or, comme % € [0,1[, la série Y- n (éykl est donc une série géométrique dérivée conver-
gente. Par TCSTP, la série ) a, est donc convergente. Par multiplication par —1, il en va
donc de méme pour Y un.

H.-3 Convergence absolue

Commentaires :
Sl est souvent utile de pouvoir se ramener & l'étude d’une série déja connue, le
paragraphe précédent ne permet de le faire que pour des séries a termes tous positifs
(ou tous négatifs) a partir d’un certain rang. Or, en général, les séries sont beaucoup
plus diversifiées. Malgré tout, un des critéres de convergence, appelé convergence ab-
solue, va permettre de se ramener, dans beaucoup de cas, a l’étude d’une série a
termes positifs.

Proposition 9

On se donne une série quelconque Y uy,.

Si la série Y |u,| converge, alors la série Y u, converge.
On appelle ceci la convergence absolue.

Démonstration
On ne perd rien a supposer que Y u, = > u, (c’est-a-dire que la série est indexée
neN
sur N tout entier.)
Up  S1 U, =0
On pose ul = max(uy,0) = )
0 sinon
- . —Uy  siu, <0
et u, = —min(u,,0) = ¢ .
0 sinon
de sorte que u,, = ul —u_ avec
> § > que Uy, B o C
0<u! <l|uyl et 0<u, <|uy

pour tout n € N.
Ainsi,

n n
2 : + - _2 : + 2 : -
(“n - “n) - Up — Uy, - (*)
k=0 k=0 k=0
La série >, wul est a termes positifs et w7 est majoré par |u,|, qui est, par
neN
hypothése, le terme général d

une série convergente. La série > u,}’ est donc
neN

convergente. De méme, la série ) u,, est convergente.

neN

n n

Comme lim ul et lim u, existent, on en déduit 'existance de leur
n n 7
n——+oo ) n——+oo )
k=0 k=0
différence grace a I’égalité (*), autrement dit, > wu, converge. [J
neN

RECIPROQUE FAUSSE
2 voyons ceci dans I’exemple suivant :

m Exemple 20

. . . -1t
Soit la série harmonique alternée : > %
n>1

Elle n’est pas absolument convergente, mais est convergente. (non démontré ici, mais
¢f. fin de chapitre (p.12) pour une observation graphique.)
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? Exercice 4

montrer que toute série de type > ,%a est :
- convergente si o > 2.
- divergente si a < 1.

111 Exemples fondamentaux

Méthode 3 - Détermination d'une convergence

Solution

Si le terme général de la série est de signe quelconque éventuellement fluctuant : on R Sia>2-:
~ ~ 2 = :
pourra chercher & prouver sa convergence absolue ou a décomposer en somme des (©im £ [EiE 1euh i & NF 2

séries dont on connait la convergence. i< 1 _1
. P L. .. . . - no — ’I’L2 )
Si le terme général de la série est positif : on pourra tenter de majorer / minorer par

une suite plus simple ou alors en chercher un équivalent plus simple.

Or > n% converge. Ainsi, par TCSTP, la série 3 % converge.

no

° Sia<1:
Si le terme général de la série est négatif : on peut transposer les theorémes sur les On a pour tout n € N* :
séries & termes positifs, ou alors poser la série Y (—uy,) .10,
n* - n
Dans tous les cas, les séries auxquelles on peut se référer sont celles qui suivent dans Or 31 diverge. Ainsi, par TCSTP, la série 3" -5 diverge.
cette partie. Toutes les autres sont a redémontrer.
ITI-1  Séries de Riemann > L et Y 2 <P Remarque :
[ | Les résultats précédents ne permettent pas de conclure sur la convergence ou la di-
vergence des séries de type n% si 1 < a < 2. Ces résultats existent mais ne sont
Proposition 10 pas a notre programme.
Rappel : La série Z% est divergente. 2 Exercice 5
[, 2
Démonstration : Montrer que Y en? converge.
Cette démonstration a déja été effectuée dans la partie "divergence grossiére". [ )
- - Solution
Proposition 11 Comme 2% —50, on a
"% n—+4oo % 2
enZ ~

n2

La série Y- -1 est convergente.
2
- 2 1 - o 2
Or, la série ) = =23 = est une série positive convergente et donc ) en? converge.

Démonstration :
SoitneN*, n>1.Onan>n-—1,dou

n? >n(n—1)

III-2  Séries géométriques
Ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur ]0; 00|, on a |
0< ! < ! afiniti
n? " n(n—1) ¢ Définition
Or, la série ;) ﬁ est convergente (déja démontré par télescopage.) Ainsi, par
n_=:

Z4

On appelle série géométrique toute série Z q",ou q e C.
n>N

critére de comparaison des séries a termes positifs, on obtient la convergence de la

série Y. -5 et donc celle de > 5. [

n>2
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Théoréme 12

B Y q" est convergente si et seulement si |g| < 1.
neN too 1
m Silg| <1 la somme totale existe et vaut Y q* = T
k=0 —q
Démonstration :
° Tout d'abord, si |g| > 1,

la série est grossierement divergente puisque ¢" /4 0.

o Silg <1:

n 1— qn+1
On sait que Y ¢ = e Or, comme |g| < 1, on a
k=0 o
q'rL+1 O
n——+00

On en déduit donc la proposition directement par considération de limite sur la
formule. [J

~ L. I Lo ’I’L—l
II=3 Série "dérivée (an )nEN

Théoréme 13

= Y ng"! est convergente si et seulement si |q| < 1.
neN*

+oo +o00o
» Silg| < 1 la somme totale existe et vaut Y. k¢*~!' = 3 k¢! =
k=1

k=0 (1—q)*

Moyen mnémotechnique : Pour retenir ce résultat, on "dérive" terme a terme par rap-

= k—1
5= > kq"
k=1

_ 1
(1-q)

o0
port & ¢" I'expression = +Z ¢*, pour obtenir
1-q¢ (=0
INTERPRETATION FAUSSE
Ne pas voir dans ce moyen mnémotechnique un quelconque résultat sur
les dérivées de séries!
Démonstration :
° Supposons que |g| > 1.
Alors n|g|™ > n et donc

n|g|® ——— +o0
n——+oo
ce qui signifie que

ng" /——0

n—-+o0o

Il y a divergence grossiére de la série.
° Supposons maintenant que |q\ < 1. Montrons que la série converge.
Méthode 1 : (par dérivée)
n n
On pose fn(q) = > ¢~ alors f/(q) = Y kq¢F~1
k=0

k=1

1— qn,+1
1 .
B e I e
' 1—q (1—q)?

—(n+1)g"+ (n+1)g"™ +1—¢gntt

Comme on sait que f,(q) = , on obtient

(1-q)?
B ng"tt — (n+1)¢" +1
(1—q)? :
n g — (n 4 1)g" + 1 1
On en déduit que Y k¢! = 1 (n+1)g" + —, ce qui

=1 (1—q)? n—too (1—g)?
montre la proposition.

Méthode 2 : par considération combinatoire

. . n—1 1— q"”
I+ g+ &+ ¢+ 0 gt =Y = ———
k=0 1- q
. ) . n—1 . 1— qn72
at+ ¢+ ¢ T = Y =g
k=1 —q
n—1 i w1 = qn*N
(]N+ o +qnfl — Z (]k' — (]N
k=N l1—gq
n—1 1 q
qnfl _ Z qk _ qnfl
k=n—1 1- q

Par sommation sur les colonnes, on obtient la somme partielle

n
(Z qN o nqn,>
N=0

Par passage a la limite, on obtient la convergence de la série et la somme totale.

n n

o ha N1l=g""N 1 N
= s : oy
kgilq VE A 1_q§ (¢ —dq")

N=0 N=0

1
1—¢q

Meéthode 3 : par introduction du "1"

n

n
On pose S, = > ¢* et S/ = 3 k¢"~'. Alors
k=0

k=0

Sio= k= S (-1 1
k’il k=1 .
Y (k=1)¢"1 4+ 3 ¢!
k=1 k=1

- qS7/171 + Sn,fl - (I(S:L _ ‘71(1"71) + Snfl
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D’ou

S/ o 571,1 - nq”
n
l—q
Par passage a la limite, on trouve encore une fois le résultat annoncé.

O

? Exercice 6

K/Iontrer que > nq™ est convergente si et seulement si |g| < let que dans ce cas, la
neN o ) .
somme totale vaut n;O ng" = W
Solution

Ona Y ng" =q > ng" " pour tout réel q.

] =
Le resieon’est qu’?ln0 simple passage a la limite : > ng" ™! étant convergente, on a que
>~ ng"™ est convergente et -
n>0
+oo . +oo . q
nZ}an —qngonq =7
L

_ o 2
II=4 Série "dérivée seconde" (Y n(n —1)¢" )neN

Théoréme 14

> n(n—1)g" 2 est convergente si et seulement si |q| < 1.
n>=2

+oo 2
m Silg| < 1 la somme totale existe et vaut Y. k(k —1)¢g"~2 = T—aF
k=2 -9

Moyen mnémotechnique . Pour retenir ce résultat, comme pour Y ng" !, on "dé-
“+oo
5 = 2 kg1, pour obtenir

-
(1-1q) k=0

rive" terme & terme par rapport a ¢" I'expression

2= S k(1)
= —1)g"=.
(1-49)* =

INTERPRETATION FAUSSE
% Encore une fois, ne pas voir dans ce moyen mnémotechnique un quelconque résultat
sur les dérivées de séries!

10

Démonstration :

° Supposons maintenant que |q| > 1.

Alors, pour tout n € N,n > 2, n(n — 1)|g|""2 > 1 ce qui entraine la divergence
grossiére.

° Supposons maintenant que |g| < 1. Montrons que la série converge.

Méthode 1 : par dérivée

On pose gn(q) = > k¢"~1, alors
k=1 " )
gn(q) = k(k—1)¢* >
k=0

Dans la démonstration de la partie précédente, on a obtenu

n o nqn+l o (77, + 1)qn, 41
gnlg) = > kg™ ' = : :
! kz::l (1-q)?

Autrement dit, on obtient
!/
ng"tt — (n+1)¢" + 1
aiw =

(1-4¢)?
B (n(n+1)¢" —n(n+1)¢"H(1 - q)?+2(1 - ¢)(ng"** — (n+1)¢" + 1)
(1-q)*
: (n(n+1)¢g" —n(n+1)¢g" (1 —q) +2(ng" ™ — (n+1)¢" + 1)
(1—q)?®

Par passage a la limite, on obtient lim g/, (q) = . Ainsi, on en déduit la
© ’ n——+oo " 3 /

2
(1-9)

convergence de la série, ainsi que sa somme totale

+oo
Z k(k—1)¢" 2 = g

—_ 4)3
= (1=q)

Méthode 2 : par introduction du "1"... ou d’un "2" ...

n n n
Onpose S, = > ¢F, 8" =S kgF P et 87 = > k(k—1)¢" 2.
k=0 k=0

k=0
On a
S1 = 35 (k=10 = 35 (k- 1)
kio L:2 n n
= Y(k=2+2)(k-1)¢" 2= > (k—1)(k—2)¢" > +2 X (k- 1)¢" >
k=2 k=2 k=2
n—1

) n—1 )
= S M et 2 S et
k=1 k=1
= qS;_ 1428, 1 =q(S; —n(n—1)¢""?)+25],_,

On en déduit que

B "_ / o o n—1 [
(1 q)Sn, QSn—l T[,(T[ 1)(1 m (1 — q)Q

D’otu le résultat annoncé. [J
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? Exercice 7

'K/Iontrer que Y. n2q" est convergente si et seulement si |q| < 1 et que, dans ce cas, la
neN
+oo 1
somme totale vaut Y n2q" = al+ q??.
n=0 (1-4q)

Solution
On pose Sn(q) = 3 k*q".
k=0

e Si|g| > 1, alors il y a divergence grossiére.

e Si|g/<1,ona
Sn(q) =D k(k—1+1)¢" =
k=0 k

n n
Or, on sait que . k(k — 1)¢" et > kq" sont toutes deux convergentes, d’ott
k=0

= k=0
400 9 q
quk _ q2 4
kX::O (1—q)? (1—q)?
2q 1—¢q )
= q iy
((1 —-q?® (-9
~ oy 1+¢
(1-4q)?

L

? Exercice 8

De maniére générale, montrer que, pour a € N, si |¢| < 1, la série > n(n—1)...(n—

neN
a+ 1)g" ™ est convergente et
“+o00 ’]’L' +oo a'
"= nn—-1)...(n—a+1)¢" %= .
La-at T =g
Solution

Cette démonstration peut se faire par récurrence sur N en utilisant les méthodes d’intro-
duction déja vues. Notamment, par ses

Zn(n—l)...(n—a—i—l)q"*a:Z(n—a—i—a)(n—1)...(n—a—|—1)q”7‘l

n=0 n=0

L
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113-5 Série exponentielle

Définition .

T
‘ On appelle série exponentielle toute série — ouz € R.
neN T

Proposition 15

n

2
m Pour tout z € R, la série ) — est convergente.

b neN 1
+oo €T

= kL

T

u =€

Démonstration :

Cette démonstration est hors programme et ne figure ici qu’a titre "culturel”
k.
n

On pose S, = F On montre facilement par récurrence sur n € N que
k=0 K-

n k o n
z z (z—)" 4
e’ = — + / ——e"dt
;} K)o n!

ce qui donne

N T — )"
Sn, =e" — / (71 ) (itdt.
Jo n!

T n
r—1 . t .
On pose I(x) = / %(ﬁldt. Par changement de variable ¢ = —, on obtient

u
o1
1—-)m™
I(z) = 2" / u(—:““du
Jo Tl!
Ainsi,
1 ;
) 1 . t n
[I(z)] < |a"H! \/ |7( ' ) e’ |du
n.
",L,n,—ﬁ-l‘ v 1
< / e du — 0
’I’L! 0 n—-+o0o
——
0 constant par-rapport a n

— Séries numériques —



II:—G App“cation représentées sur le graphique suivant :

Méthode 4 - Calcul explicite de la somme totale ul

Pour déterminer la convergence puis la somme totale d’une série ) u,, on peut 091 °
neN
chercher & décomposer en somme de séries connues.

? Exercice 9 P —
. 20 40 60 &0 100 120 140
. . n+
Déterminer la convergence et la somme totale de E o
neN Si on veut bien admettre que nous pouvons faire confiance au graphique en ce qui concerne
L le comportement asymptotique, nous constaterons que les sommes totales sont nettement

différentes, ce qui devrait nous convaincre qu’en cas de somme infinie, en général, il faut
faire attention & I'ordre dans lequel on somme les éléments !

1v Et si on change |'ordre des termes?

Toutefois, la majorité des cas raisonnables que nous aurons & étudier ne poseront pas ce
type de problemes. En effet :

Dans une somme finie de nombres réels, on sait (commutativité dans R) que l'on peut

additionner les nombres dans n’importe quel ordre. Plus précisément, pour toute permu- Théoréeme 16
tation ¢ : {1,...,n} = {1,...,n} d’'indices, on sait que
Si une série (Z un) N est absolument convergente, alors la somme des u,, peut
_ ne
a1t O = Ap) e Gy se faire dans n'importe quel ordre.

La question ici est de savoir si oui ou non le méme raisonnement est vrai dans le cas

. . . . Démonstration : admise. []
d’une somme infinie de termes. Nous allons tenter de nous convaincre graphiquement que L
la réponse est NON'! Corollaire
P - . L _1)k+1
Considérons la "série harmonique alternée" S = Z>:1 ( ])c convergente (vers In2). Clest Si une suite (up)nen positive est telle que (Z Un) converge, alors, alors la
n> neN
la somme, "de gauche a droite", des éléments somme des u, peut se faire dans n’importe quel ordre.

1

L0 11
) 27 37 4a 57 67 77

Tentons maintenant d’additionner les termes d’une autre maniére. Nous prendrons 2 po-
sitifs pour un négatif. "De gauche a droite" :

Nous admettrons que cette série converge également.

Ces deux séries (série harmonique en bas ... en rouge, 'autre en haut ... en bleu) sont

12 — Séries numériques —



ENSEMBLES ET DENOMBREMENT (RAPPELS)

1  Vocabulaire des ensembles et des applications

Ensembles

I-1
|

&

W FElément / appartenance : Quand z est dans ensemble E, on note
z € E. On dit que x est un élément de E ou que x appartient a E.

B [nclusion : On dit que ’ensemble A est inclus dans ’ensemble B
et on note A C B si tous les éléments de A sont aussi dans B. On dit
également que A est un sous ensemble de B.

o>

B Réunion : Si A et B sont deux sous ensembles d’un ensemble F, on appelle réunion
des ensembles A et B et on note A U B ’ensemble contenant tous les éléments de A et
B. Ainsi

re€AUB <<= zxzc€AouxeB

=

B [ntersection : Si A et B sont deux sous ensembles d’un ensemble E, on appelle inter-
section des ensembles A et B et on note AN B I'ensemble ne contenant que les éléments
qui sont a la fois dans A et dans B. Ainsi

re€ANB <<= zxzcAetzxeB

B FEnsembles disjoints / incompatibles : Si A et B sont deux sous ensembles d’un en-
semble F, on dit qu'’ils sont disjoints ou incompatibles si A et B n’ont aucun élément en

commun. On note AN B = 0.
VOCABULAIRE

§ Il ne faut pas confondre "disjoints" et "distincts". (Distincts signifiant simplement

>

A+B)
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m Complémentaire : Si A est un sous ensemble d'un ensemble E, on appelle complé-
mentaire de A (dans E) Pensemble noté A° ou A, constitué de tous les éléments de F
qui ne sont pas dans A. Ainsi, si x € F,

rcAd — zx¢A E
S’il peut y avoir confusion d’ensembles "E", on note plutot ‘
E\A (pour E privé de A). Ainsi,

re€EF\A «—

reFetaxgA

[ ] Partition : Soit F = {Al}l oy une famille

de sous ensembles d’un ensemble E. On dit que Aa

F est une partition de FE si et seulement si Ay
ANA;j=0 sii#j, ond,jel As -
U A, —E etc
i€l

B Produit cartésien de n ensembles. Soit F = {Ai}i:l,...,n une famille de sous en-

sembles d’un ensemble E. On note A; X ... x A, ’ensemble formé de tous les n-uplets

(1,...,zp) 00 21 € Ay, ... , 2, € Ap.

I-2  Applications
3 PP

B [njection : On dit qu'une application f : E — F est injective s’il n’existe au maximum
qu’un antécédent par f pour chaque élément de F', autrement dit,

B Surjection : On dit qu’une application f : E — F est surjective s’il existe au minimum
un antécédent par f pour chaque élément de F', autrement dit,

fle)=fly) = z=y

f
B Bijection : On dit qu'une application f : ' — I est bijective s’il existe exactement un

antécédent par f pour chaque élément de F', c’est-a-dire que f est injective et surjective.
autrement dit, f

m Composée de deux bijections : Si f: E — F et g: F' — G sont bijectives, alors g o f
est bijective.

yeY = JzeFEtelquey=f(z)

yeY = 3z ecE tel quey= f(x)

m  mage dune partie : Si f: E— F et AC E, on note f(A) = {f(z) |z € A} C F.

m Application réciproque : Si f : E — F est une application bijective, on note
f~': F — E 'unique application telle que

fltof(x)=2 VackE

— Ensembles et Dénombrement (rappels) —



11 Dénombrement

Notion de cardinal

II-1
[

m  Cardinal : On appelle cardinal d’'un ensemble fini £ le nombre d’élément contenus
dans E. On note ce nombre card E ou quelquefois |E|.
Dénombrer des cas revient a déterminer le cardinal d’un ensemble.

m  Cardinal et bijection : Si E est un ensemble fini et f : E — F une bijection, alors F’
est fini et card F = card F.
"Modéliser” une situation signifie “réaliser une bijection avec un ensemble plus simple a
dénombrer”.
B Principe multiplicatif : Si A = Ay x ... x A,, alors

card A = card A; x card Ay x ...card A,
De maniére générale, si les éléments de A peuvent se décomposer comme des n-listes
(1,...,2,) liées par exemple a des étapes successives dont les possibilités AE]) pour [’étape

i fizée sont en nombre identique ((:ard(AEl)) = (:(11‘(1(1452)) =...)
étape 1 : x1 = ° ° ° A
étape 2 : T2 = ‘o o ... '\," o ... .\{ etc
/‘v\\\ 44;1) A(ZZ)
suite : ®e cic N e
méme cardinal as
Alors card A = a1 X as X ... X ap

avec a1 = card Ay, as = (:a,rdAgl) = (f(M’dAéQ) =...,a3=....)
m Cardinal de I’ensemble des parties : Si E est un ensemble fini. On note
P(E)={ACE}
c’est-a-dire ’ensemble constitué de tous les sous ensembles de E. On a
cardP(E) =2", oun=cardFE

Par exemple, si E = {1,2,3}, on a

P(E) = {0, {1}, {2}, {3}, {1.2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}

E

On an =3 éléments dans E et retrouve bien 23 = 8 éléments dans P(E).
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Formules

I1-2
|

m  Nombre d’arrangements : Pour n,p € N* p < n, on appelle nombre d’arrangements
de p nombres parmi n le nombre d’éléments de I’ensemble

{1, ...

c’est

vip) | ik € [1;n] Yk =1,...,p et ou les ij sont deux & deux distincts }

n!
(n—p)!
m  Nombre de permutations : Pour n € N*, on appelle nombre de permutations de n
éléments le nombre d’éléments de ’ensemble
{(, ...

vin) | ik € [1;n] VE =1,...,n et ou les i), sont deux a deux distincts}

c’est
n!

m  Nombre de combinaisons : Pour n,p € N* p < n, on appelle nombre de combinaisons
de p nombres parmis n le nombre d’éléments de ’ensemble

{{ir, ... ip} lin € [Lin] VE=1,...

() = o

m  Formule du bindme par dénombrement : Soient x,y € R et n € N. On rappelle que

(z+y)" = ki:o (Z) akynh

z+y)"=(@+y)(z+y)...(x+y)

,p et ot les 7 sont deux a deux distincts}

c’est

Démonstration :

n fois
Le dévelopement de l'expression de droite par distributivité donne toutes les
sommes des mondémes du type xzFy" % : lorsqu’on a choisi dans quelle parenthése
prendre les k "x”, on prend obligatoirement les
restantes. Il s’en suit donc que l’on a autant de monémes =¥y

7y” dans les n — k parenthéses
"=k que de choix des

k ”x” possibles dans les n parenthéses, c’est-a-dire (2’) O

— Ensembles et Dénombrement (rappels) —



? Exercice 1
P ROBABILITES (GENERALITES) K/Iontrer que la condition p()) = 0 de la définition est redondante.
Solution

. On a Q = () U Q une réunion d’ensembles incompatibles. Ainsi, on a
VERSION ALLEGEE

Pour éviter tout excés de technicité, certaines définitions utilisées dans ce chapitre () = p(0) + pQ)
% sont un peu édulcorées par rapport & celles véritablement utilisées par les probabi- _ _
listes. Elles sont cependant & notre programme telles que données ici. 11 suffit d’isoler p(@) d’un coté de I'égalité pour obtenir directement

B p(0) = p(Q) —p() =0

1 Le triplet fondamental Propriété 17

On rappelle également que la propriété iii de la définition nous améne & un résultat
I-1 Cas d babilités fini plus général qui est le suivant :
- as des probabllites Tinies SiAg,..., A, € P(Q) sont des ensembles deux & deux incompatibles, alors
I.1-a) Rappel de définition et propriétés élémentaires p(ArU...Udy) = p(A1) + ... +p(An)
Notation : Pour un ensemble €2, on note P(2) I’ensemble de toutes les parties de {2 :
PQ)={A]|AcCQ} m Exemple 1
Une compagnie pétroliére dispose de 4 bateaux numérotés de 1 & 4. Les bateaux 3 et
f Remarque : 4 sont plus récents. L’expérience est la suivante : pour faire un voyage, le compagnie

choisit un des bateaux, avec une probabilité deux fois plus importante de choisir un
bateau récent qu’un bateau ancien.

On modélise cette expérience par le triplet fondamental (2, P(£2), p) suivant :

Q =1{1,2,3,4} p décrit par

| Si€ est de cardinal fini n, on a card(P(Q2)) =2" .

gf Définition (rappel)
Pour tout ensemble fini non vide €2, on appelle mesure (ou loi) de probabilité p sur i 11231 4
(Q,P(2)) toute application p : P(Q) — R telle que p({i})

alal2a]|2a

imVAeP(Q),onald<plA) <1 ot a € [0,1]. Pour trouver a, il nous suffit d’utiliser la propriété ci-dessus avec les 4
imp®=0; p)=1 ensembles 2 & 2 incompatibles A, = {i} pour i € Q. Ainsi :
iiim P le (A, B) d’élé i ibl Q
iii m Pour tout couple (A4, B) d’éléments incompatibles de P(£2), on a G4 at 20+ 20 = p(Ar) + .+ p(Ag) = p(ALU... U Ag) = p(Q) = 1
p(AUB) = p(4) +p(B) -

Le triplet (2, P(2),p) est alors appelé espace probabilisé. “=%

On peut également trouver de la méme maniére par exemple
Etant donné un espace probabilisé fini (Q, P(£2), p), on rappelle également le vocabulaire

. 1 1 1

suivant : p({1.3}) = p({1}) + p({3}) = T3 7
m on appelle Q Uensemble fondamental (ou Uunivers). f Remarque
= Un élément de €2 est appelé épreuve (ou événement fondamental.) Généralement, a des fins de simplicité d’écriture, on préfére utiliser 'abus de notation
m Un élément de P(R2) est appelé évenement. p(i) a la place de p({i}) sii € Q.

15 — Probabilités (Généralités) —



I.1-b) Problématiques, limites et insuffisances de la théorie de I'univers fini

Premiére problématique : connait-on 7

Pour une expérience donnée, on a deux possibilités pour 'univers :

- on connait a I’avance exactement ’ensemble des résultats possibles (par exemple,
un lancé de dé a 6 faces)

- on ne connait pas a I’avance 'ensemble des résultats (par exemple, si on étudie
Uensemble les effets secondaires d’un médicament)

Dans le premier cas, on peut énoncer clairement un univers modélisant I’expérience
(par exemple, Q = {1,...,6}).

Dans le deuxiéme cas, on sait simplement qu’il existe. On ne connait pas ses élé-
ments et on ne sait pas du tout combien il en contient. On doit donc se contenter
d’exploiter ce qu’on sait.

Deuxiéme problématique : Peut-on se contenter d’Q2 fini ?

Faisons une expérience simple :

On lance une piéce de monnaie et on s’arréte dés que ’on obtient "pile".

On s’intéresse dans un premier temps aux résultats exacts de l’expérience.
On peut par exemple représenter chaque épreuve par une série de lettres P et F qui
représentent respectivement ’obtention d’un pile ou d’un face. (FFFP représenterait
donc l'obtention de trois "faces" avant 'obtention du premier pile.) On a

Q={P,FP,F...FP |lalongueur de F...F est quelconque.}.

L’univers ainsi constitué peut-il étre fini? Non. (¢ méditer). Peut-on
construire un univers fini pour décrire ’ensemble des résultats de cette
expérience ? Non. (a méditer).

On s’intéresse dans un second temps plus simplement au rang d’apprition du pre-
mier pile. Par exemple, ce nombre serait "4" dans le cas de "FFFP"). En modélisant
par 0 si Pile n’apparait jamais, L’univers obtenu est

Q=N

infini 1& aussi. ..

Troisiéme problématique : peut-on appliquer la définition d’une mesure de
probabilité finie a a ) infini ?

La réponse a cette question est 14 aussi : Non. Pour plusieurs raisons :

lm

2m

Avec la définition "basique" donnée jusque l&, on ne peut pas calculer la probabilité
d’une réunion infinie d’événements.

Se contenter d’utiliser comme ensemble d’événements P(2) se révele en réalité trop
complexe pour I’étude des probabilités en général, par exemple dans le cas ou 2 = R
qui contient trop de sous-ensembles "compliqués" (et HP) qu’il est inutile de prendre
en compte lors de calculs de probabilités.

Cet aspect technique de construction d’univers sera trés briévement évoqué cette
année. (cf ci-apres.)
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I-.2 Cas général : mesure de probabilité

I.2-a) Reéunions et intersections "dénombrables"

Commentaires :

Un univers constitué d’une infinité d’éléments doit certainement pouvoir se "décou-
per" en une infinité d’ensembles!

Par exemple, Q@ = N est constitué d’une infinité de petits morceauz qui sont les {i}
pour tout entier naturel i. Par le principe de réunion, vient alors naturellement l’idée
d’écrire

“+o0o
N=J{}
i=0

C’est une réunion "infinie" qu’il nous faut donc définir mathématiquement (on en
profite pour décrire également les intersections!) :

# Définition
Les opérateurs de réunion et d’intersection infinie ont le méme sens que dans le cadre
fini :

“+oo
1 m L’événement |J A,, correspond & "au moins un des événements A,, se produit.”
n=1

400
2 m L’événement [ A, correspond & tous les événements A,, se produisent.
n=1

Une réunion (resp. intersection) avec des indices dans N s’appelle une réunion (resp.
intersection) dénombrable.

f Remarque :

—+o0

Pour ce qui est des probabilités, si on a un univers Q = N = |J {i}, on aura alors
i=0

trés rapidement envie (oui, oui!) d’écrire par exemple

+oo
p(N) =3 pli)
i=0

mais pour 'instant, la définition de probabilités finies ne nous le permet pas. (On
peut faire seulement des sommes finies.)

— Probabilités (Généralités) —



1.2-b) Notion de tribu

m Exemple 2
Imaginons par exemple ’expérience suivante :
On lance deuz fléchettes sur une cible carré lontaine de coté 1 métre. La distance
entre les deux impacts nous amene alors & considérer l'univers € = [0, \/ﬂ (unité
en meétre). On a donc un univers qui n’est ni fini, ni N, mais un intervalle de R.

Commentaires :

Dans le cadre de probabilités en général, on souhaite pouvoir :

- calculer des probabilités de réunions (finies ou dénombrables)

- calculer des probabilités d’intersections (finies ou dénombrables)

- calculer des probabilités de complémentaires

- dire que p(2) =1

- et si Q = R (ou tout intervalle de R), on veut pouvoir calculer des probabilités
d’intervalles (ouvers, fermés, semi-ouverts)

Si on conserve la définition
p:P(Q) = [0;1]

(Non, le domaine de définition d’une probabilité n’est pas Q!)

La généralisation du reste de la définition devrait prendre en compte le fait que R
contienne des sous-ensembles "compliqués”, qui ne peuvent par exemple pas s’écrire
sous une forme de réunion ou d’intersection dénombrable. (exemple HP)

Plutot que de compliquer inutilement cette définition en tenant compte d’ensembles
auzquels ont ne s’intéresse pas en calcul de probabilités, on va plutét restreindre le
domaine de définition de p a des cas "plus simples a étudier” :

Imaginons donné un triplet (Q,T,p), avec T C P(Q). Sip: T — [0;1] doit étre une
probabilité, il est clair qu’elle doit au moins conserver les propriétés de base d’une
probabilité finie ainsi que celles évoquées ci-dessus. On doit donc au moins avoir

B 0eT etQeT;

n AceT = AcT;

m ABeT = AUB € T. Plus généralement Ay,...,Ap,... €T =

+oo
UA,eT.

n=1

m ABeT = ANB € T. Plus généralement Ay,...,Ap,... €T =
+oo

NA,€T.

n=1

En retirant les conditions redondantes, on obtient la définition suivante :

Définition
Soit 2 un ensemble fondamental et T C P(2). On dit que T est une tribu sur € si

m QeT,

m 7T est stable par passage au complémentaire,
(ie.siAeT,alors AeT.)

m 7 est stable par réunion dénombrable : o

+
(i.e. pour toute suite (A, )neny de T,ona |J A, €T.)
0

n=

Propriété 18

Si T est une tribu, alors elle est également stable par intersection.

Démonstration : admise. [

m Contre-Exemple(s) :
3w SiQ={1,23,4}, lensemble {0,Q,{1},{1,2}} n’est pas une tribu.
4w  SiQ =7, ensemble {0,Q,{1},{2},{3},...} n’est pas une tribu.

m Exemples :
Soit Q2 un ensemble fondamental.
5m  {0,Q} est une tribu.
6m  P(Q) est une tribu quelquesoit 2.
7w  SiQ={1,2,3,4}, une tribu sur Q peut étre 7 = {0,Q, {1,2},{3,4}}
8 m  Si Q =N, une tribu sur  peut étre 7 = {0, Q, 2N, 2N + 1}

# Définition
Pour tout ensemble et toute tribu 7 sur 2, on appelle le couple (Q,T) un espace
probabilisable ( ou espace mesurable).

I.2-c) La tribu des Boréliens

Commentaires :
Si lensemble fondamental est R ou un intervalle de R, au vue des raisons évoquées
précédemment, on choisit donc généralement une tribu plus petite que P(2) :

# Définition et Proposition
Si I'univers €2 C R est un intervalle, il existe une tribu ayant les propriétés suivantes :
- elle contient ’ensemble C = {[a,b] | a,b, € 2}
- il n’existe pas de tribu plus petite contenant C
On la note B(€2). On lappelle tribu des boréliens sur €.
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Concrétement :

On peut montrer (et on va simplement retenir) que cette tribu fait tout ce dont on
a besoin dans R : elle contient les intervalles de tout type (fermés, bornés, semi-ouverts)
leurs réunion, intersections, complémentaires, etc. . .

De plus, conformément a ce qui a évoqué en début de paragraphe, B(R) # P(R)! (démo
toujours HP)

I.2-d) Espace probabilisé

Commentaires :
| Tout d’abord, on récupére le vocabulaire des espaces finis :

¢ Définition
Etant donné un espace probabilisé (Q, 7, D),

m on appelle Q Uensemble fondamental (ou 'univers).
= Un élément de €2 est appelé épreuve.
m Un élément de 7T est appelé événement.

m Pour un événement A € T, 'événement A = A€ est appelé ¢venement contraire
de A.

= Si deux événements A et B sont disjoints, alors ils sont dits incompatibles.

Commentaires :
| Ensuite on généralise la notion de mesure de probabilités :

¢ Définition
Etant donné un ensemble Q et une tribu 7 sur €2, on appelle mesure de probabilité
p sur (2, T) toute application p: T — R telle que

lmVAeT,ona0<pA4) <1
2w p(0) =05 p(Q)=1
3 m aziome de Y —additivité :

Pour toute suite (A,)neny d’événements deux a deux incompatibles de T, la

+o00 +oo
série Zp(An) est convergente et p( | | A,) = > p(A,).
neN n=0 n=0

Le triplet (2, T, p) est alors appelé espace probabilisé.

f Remarque :
m Siona A, =0 (et donc p(A4,) = 0) pour tout n > N, on obtient alors, sous

N N
réserve d’incompatibilité des A4, : p ( LJ An> = > p(A,).
n=0 n=0
m Si on suppose Q fini, 7 = P(Q) et que l'on se donne A, =0 ¥Vn > 2 (et donc

p(A4,) = 0) dans la troisiéme hypothése, on retrouve la définition d’une
mesure de probabilité finie donnée en premiére année.
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<} Remarque :

s L’ordre dans lequel on fait la somme des p(A4,) n’importe pas. On
rappelle en effet que nous avons vu dans le chapitre sur les séries que si la série
est convergente et de termes positifs (ce qui est le cas ici), on pouvait sommer
dans n’importe quel ordre.

m Siles A, sont bien incompatibles, la convergence de la série > p(A,) est

neN
en réalité une hypothése redondante. En effet, on sait qu’elle est forcément

convergente car c’est une série a termes positifs et majorée (par 1) :
n n

vneN, Y pA) =p|[|4A) <1
k=0 k=0

m Cette année, les tribus utilisées seront, soit P () (probabilités finies ou dis-
crétes), soit la tribu des boréliens (probabilités & densité.)

Commentaires :

| Observons maintenant I’émergence de nouveaux type d’événements :

m Exemple 9
Choisissons au hasard un nombre dans intervalle [0,1]. Intuitivement, réfléchir a
la probabilité possible de I’événement A : "Obtenir 0" ainsi qu’a I'événement : B :
"Obtenir un nombre contenu dans l'intervalle 10, 1[".

On ne démontrera pas encore les choses ici mais on peut imaginer que si on généra-
lise (de maniére totalement scandaleuse!) le principe d’équiprobabilité vu dans le
cadre des probas finies, on devrait avoir

nombre de cas favorables

1
p(A) = =«—»=0
p(4) nombre total de cas ‘ 00

Meéme si on n’est pas encore en capacité de démontrer les choses proprement, on voit mal
quel pourrait étre une autre probabilité pour cet événement. On a donc un événement
de probabilité nulle, mais qui n’est pas impossible !

Pour ce qui est de p(]0, 1[), on écrira plutot :

p(J0,1) =1 —(p(0) +p(1)) =1-0=1

On a donc un événement de probabilité 1, mais qui n’est pas ’univers!

¢ Définition
Etant donné un espace probabilisé (Q, T, p),
m Si AeT esttel que A+ et p(A) =0, on dit que A est négligeable.
m SiAeT esttel que A#Qet p(A) =1, on dit que A est presque sir.
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I-.3 Cohérence avec les propriétés connues

f Remarque :

Les propriétés ci-dessous, déja connues dans le cadre des probabilités finies se géné-
ralisent aisément & toutes les mesures de probabilités. (a traiter en exercice)

Propriété 19

On se donne un espace probabilisé (€2, T, p) et des événements A, B € T.
m Si A et B sont incompatibles, alors p(A U B) = p(A) + p(B)
= p(A) =1-p(A)
= Si AC B, onap(A) <p(B) et p(B\A) = p(B) — p(A4).

m Pour A et B quelconques, p(AU B) = p(A) + p(B) — p(AN B).

? Exercice 2
K/Iontrer que

p(AUBUC) = (p(A)+p(B)+p(C)) - (p(AmB) +p(AmC)+p(BmC)) +p(ANBNC)
L

11 Probabilités conditionnelles

H.-l Définition et exemples de calculs

Commentaires :
On rappelle que, dans le cas des probabilités finies, on sait que la probabilité d’un évé-
nement A connaissant déja la réalisation d’un autre événement B tel que p(B) # 0
p(ANB)

p(B)
Cette formule peut s’interpréter grace de l’arbre de probabilité suivant :

peut s’écrire (sous réserve de définition) pp(A) =

0aB) B p(AnB)

N M) ) o
/ 2. ,(/) p(AN B)
\ 3) B [)(j N B)
/)( //

N B)

/\

Jy

Y
]
~

|

P7(B)

Heureusement, on peut étendre cette notion & l’ensemble de toutes les mesures de
probabilités.

# Définition
Pour tout événement B de l’espace probabilisé (2, T, p), vérifiant p(B) # 0et A € T,
on appelle probabilité de A sachant B et on note pg(A) la probabilité de I’événement
A "sachant que B est déja vérifie".

Propriété 20

Avec les notations de la définition précédente, 'application
pe: T — RT; A— Pp(A)
est bien une mesure de probabilités et on a

p(B)Pp(A) = P(AN B)

Démonstration : admise. [

CONFUSION
g On voit bien sur la formule qu’il ne faut pas confondre la probabilité "conditionnelle"

avec la probabilité de 'intersection !

Commentaires :

L’erreur fréquemment commise est de penser qu’il faut systématiquement utiliser la
formule Pg(A) = P;’?gf) pour calculer la probabilité conditionnelle, ce qui est fauz.
Voyons ci-dessous deuxr exemples de situation. Dans la premiére, on utilise la for-

mule, la deuxiéme non.

? Exercice 3

yiUn couple a deux enfants. Calculer la probabilité qu’ils aient 1 fille sachant qu’ils ont
au moins un gargon.

Solution

En travaillant sur 'univers @ = {( 7 , j ) € {G,F}?} avec la probabilité

~—~

er o
17 enfant 2cmcenfant

uniforme et en posant

A : «ils ont une fille » B : «ils ont au moins un gargon »
On a )
e - PANE) __ p({(FG).GPY 3 2
| p(B) r({(F,G), (G, F),(G,G)}) § 3
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? Exercice 4 Propriété 21

’7011 dispose de 2 urnes appelées U; et Us. L’urne Us contient autant de boules rouges Pour tout événement A, B € T d’un espace probabilis¢ (Q2,T,p), on a
que de boules bleues.
On lance maintenant un dé équilibré a 6 faces. On note RP : « le résultat est pair ». p(ANB) =pp(A)p(B) sip(B)#0 ou p(ANB)=pa(B)p(4) sip(4)#0

Si le résultat est pair, on tire une boule dans 'urne Us. On regarde la couleur de la
boule obtenue. Décrire prp c’est-a-dire : donner 'univers, la tribu associée ainsi que

la loi de probabilité prp. Notation
Solution Si p(B) = 0, par convention, on va poser pg(A)p(B) = p(AN B) = 0.
On §ait qu’on a tiré un nombre pair et qL}’OI.l tire alors une boule dans 'urne Uz qui en effet, si p(B) =0, comme ANB C B, on a également p(A N B) — 0. On
contient autant de boules rouges que bleues. Ainsi, on peut poser généralise donc la formule pg(A)p(B) = p(AN B) dans ce cadre.
Q={R,B} ou R désigne le fait de tirer une boule rouge et B une boule bleue. Les formules établies par la suite seront toutes écrites suivant cette convention.
Alors Q est fini. On peut donc poser comme tribu 7 = P(Q). Etant donné qu’il y a le I1-2 FormU|eS de Bayes
méme nombre de boules rouges et bleues, la probabilité prp est alors I’équiprobabilité. |
L

Apres la généralisation de la formule des probabilités conditionnelles la formule de Bayes

se généralise donc également sans modification :

Commentaires :
En bref, lors d’expériences menées par étapes, il est souwvent utile (et nécessaire)
de déterminer la probabilité conditionnelle par d’autres moyens que la formule, par
exemple par une analyse directe de la problématique en se placant directement dans
le cadre du "sachant que”. De plus, dans ce cadre, la probabilité conditionnelle sert
Justement a calculer les P(AN B) :

Commentaires :
Rappelons que cette formule vise en quelque sorte a "inverser” les étapes, ¢’est-a-dire
par exemple que si l’arbre de gauche ci-dessous est connu, on peut déterminer l’arbre
de droite. (Cette formule n’a pas nécessité d’étre apprise par coeur. Elle découle im-
médiatement des autres propriétés connues.)

? Exercice 5

’Bans le cadre de I'exercice précédent, calculer la probabilité d’avoir un résultat pair B) A
pour le dé et d’obtenir une boule rouge. ]» B p(ANDB) I&, A p(B N A)
Solution ~ / B . 0 / 1)13(\) A p(BNA)
o<(B) —
On cherche p(RP N{R}) : /)/\TKZP\/,B p(AN B) \E/A
Par probabilités conditionnelles, comme p(RP) # 0, on a / — B —— 1

p(RP N{R}) = p(RP)prr({R})
Théoréme 22 Formule de Bayes

Or, on peut calculer par équiprobabilité sur les résultats du dé que

- 1 Soit (2, T,p) un espace probabilisé. Pour tout A, B € T tels que p(A),p(B) # 0, on
p =3 1 que
2 ! pa(A) = PANE) _ pa(Blp(4) _ pa(B)p(A)
o () = | p(B) p(B)  pa(BIp(A) + pa(B)w(A)
D’ou
L p(« avoir un résultat pair pour le dé et obtenir une boule rouge ») = % . % = i
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H.-3 Formule des probabilités composées

Théoréme 23 Formule des probabilités composées

Soient (Q,T,p) un espace probabilisé, n un entier supérieur ou égal o 2 et
Ai,..., A, €T. On a alors
p(A1N...NA,) = p(A1)pa, (A2)pa,na, (A3) - - -Pan..na._, (An)
Démonstration : exercice. []

? Exercice 6

’_On dispose d’une urne contenant n boules dont 5 boules blanches. On tire sans remise
3 boules. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 boules blanches ?

Solution

On note B; I’événement "obtenir une boule blanche au ®™¢ tirage". On cherche donc
p(B1 N B2 N Bs) : D’apreés la formule des probabilités composées,
p(BiNB2NBs) = p(Bi)ps,(B2)pe,nB,p(B3)

Or, par équirobabilité des tirages, on a

5
B)=2 .
p(B1) =~
D’ou

Commentaires :
‘ Cette formule permet de démontrer des résultats que l’on considére souvent comme

intuitifs, alors qu’ils ont en réalité (cf formule) une justification bien précise.

4> Remarque :

Cette formule est souvent utilisée quand les événements Ay, ..., A, sont donnés dans
un ordre chronologique décroissant; A,, C A,_1 C ... C A;. La formule s’écrit alors

P(An) = p(A1)pa, (A2) ... pa, , (An)
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? Exercice 7
’Bn reprend ’exemple précédent. On cherche toujours la probabilité d’obtenir 3 boules

blanches, mais avec la technique précédente.

Solution

On cherche donc p(As) et on sait QUL - A, C A,

D’aprés la formule des probabilités composées pour des événements chronologiques,
p(As) = p(A1)pa, (A2)pa,p(As)

Or, par équirobabilité des tirages, on a

4 3

pa; (A2) = ——

5
p(Al)iﬁ n—1

D’ou
L

p(As) = % :

111 Indépendance

On se donne un espace probabilisé (2, T, p).

Commentaires :
Instinctivement un événement A est indépendant de B, si la réalisation de A ne dé-
pend pas de celle de B. EN CONSEQUENCE : une restitution sous forme de formule
serait donc la suivante :

pa(4) = p(A)

D’un autre coté, cette formule a lair non symétrique entre A et B (ce qui est contraire
a linstinct. Heureusement, ce n’est qu’une impression.

Propriété 24
On se donne A, B € T tels que p(A),p(B) # 0. Alors on a

ps(A) = p(A) & pa(B) =p(B)

<  p(ANB)=p(A)p(B)

Démonstration :
Soient A, B € T tels que p(A),p(B) # 0. Alors on a
p(A) =p(A) < p(ANB)/p(B) =p(A) < p(AN B) = p(A)p(B)

De méme, on pourra écrire

o PANB)=pA)p(B) < p(BNA)/p(A) = p(B) < pa(B)p(4)

¢ Définition
. Etant donné A, B € T, on dit que A et B sont indépendants si p(ANB) = p(A)p(B).
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f Remarque : m Exemples :
10 m  Si on cherche le rang d’apparition du premier pile lors d’une série de lancers de

Toutes les propriétés vue en premiére année sur I'indépendance restent vraies. (Les .
pile ou face, on pose

relire et les redémontrer.)
A, : "Obtenir Pile au rang n" Vn € N* et Ay : "Ne jamais obtenir Pile"

Alors (Ay)nen est un systéme complet d’événements de 'univers.

f Remarque :
La formule d’indépendance est un équivalent de la question instinctive : 11 m SiQ =N et Aensemble des nombres pairs. Alors, en posant A, = {2n} pour
tout entier n, on trouve que (A, )nen est un systéme complet d’événements de
"les deuzr événements s’influencent-t-ils 'un Uautre 2" A.
Ainsi, il n’est pas forcément utile de se jeter immédiatement dans un calcul pour
NOTATIONS

o -y A
justifier ceci! Un pen de bon sens suffit souvent 4 affirmer les choses ... g Faire attention aux mélanges de notations. Le systéme complet est une famille d’évé-

nements, pas une réunion! Explication :
Par exemple : prenons A : "probabilité d’otenir Face sur la piéce équilibrée que je p < (A} ver # U A,

lance." et B : "probabilité qu’il fasse beau ce matin" n’ont clairement rien & voir

. . o kel
I'un avec 'autre. On peut affirmer sans crainte qu'’il y a indépendance... ——
—A
o 9)
FAUX SEMBLANTS A A
Attention toutefoi flirmations trop hatives! L t parfois trom- e
peuirelslon outefois aux affirmations trop hatives! Les apparences sont parfois trom: 7 A , E ete

<4 Remarque :

On peut bien entendu avoir A = 2. On parle alors d’un systéme complet (ou parti-
tion) (de l'univers).

IV systémes (quasi)-complets

IV-1 ' Definition
[ |

Commentaires :
Dans la suite (cas des variables discrétes ou o densité), nous auront besoin d’une

W( Péf'nition notion plus souple, qui tient compte des événements négligeables, d’ou la définition
Etant donné (£2,7,p) un espace probabilisé, A € T un événement et I C N. On dit ci-dessous :
que la famille (Ag)ger est un systéme complet d’événements (ou une partition) de A
si:
0 # Définition
m A, €7 pour tout k € I; s . . . .
k o = o . A Etant donné (€, 7T,p) un espace probabilisé, on dit que la famille (Ag)gen est un
= les événements Ay sont 2 & 2 incompatibles ; A Ay systeme quasi-complet d’événements de A € T si:
| 4=4 ! Ay
klglj k As etc m AL €7, Ar C A pour tout k € N; 0
m les événements Ay sont 2 & 2 incompatibles ; : A, A
=y 1 A
_ mp( U Ae) = p(Ak) =p(4). : Ay 1A
Commentaires : kEN k=0 b etc

Pour un ensemble A, la famille (Ag)rer dans T est donc un systéme complet d’évé-
nements de A si et seulement si : knégligeable
- deux Ay distincts ne peuvent se produirent en méme temps

- ’ensemble des Ay forme toutes les possibilités pour obtenir A.
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Convention d’écriture pour la suite du cours :

Dans la définition et dans la suite du cours, pour des facilités d’écriture, les indices de
la réunion/somme dans les différents théorémes et résultats sont pris dans N tout entier,
mais rien n’empéche un changement d’indice, (par exemple une indexation sur N* comme
ci-dessous.)

m Exemple 12
On imagine & nouveau qu’on lance une piéce de monnaie indéfiniment avec
Vn >1, A, = « Obtenir Pile au ni®®° lancer »
Montrons que {4, },en+ est quasi complet. Les événements étant 2 & 2 incompa-

+o00
tibles, il reste & montrer que p < U An> =1:
n=1

On sait par o-additivité que
o
T

Notons maintenant F}, : « obtenir Face au ni®™® lancer ». Alors pour n > 1 :
1’1,,, = F] n... ﬁF,,, 1 ﬁF,,

Les lancers étant infinis quoi qu’il arrive, les résultats & chaque lancer sont indépendants.

Ainsi,
P(An) = p(F1) ... p(Fn-1)p(Fn)
Or, par équiprobabilité, au ¢®™¢ lancer, on a une probabilité de % d’obtenir Pile ou Face.
Ainsi,
) 1 1 1 1\"
A =555 <z>

——

n 1 fois
Maintenant :

+oo

—1=1

“+o0
P <U A,

n=1

)

Le systéme est donc bien quasi-complet...!

£

n=1 2

4 Remarque :

Dans I'exemple précédent, avec la notation Ag : "Ne jamais obtenir Pile", comme
{A, }nen est complet on peut en déduire que Ay est négligeable :

+oo
p(A0)1p<UAn)110
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? Exercice 8

’?{éﬁéchir a ce qui change dans la démonstration de cet exemple si on suppose que l'on
s’arréte dés 'obtention du premier Pile.

Solution

Les événements ne sont maintenant plus indépendants. En effet, si par exemple pile au
premier lancer (F7), alors on ne peut pas obtenir face (F>)au deuxiéme, puisque le jeu s’est
arreté. . .. Il faut donc utiliser la formule des probabilités composées :

p(An) = p(F1)P(F)Fy - - PRyiO..Fp o (Fro1)P(Fn)

Mais fort heureusement, les probabilités sont les mémes!!

f Remarque :

Si dans la définition précédente, on prend Ay = @ pour tout k& > N, on a en fait un

+oo
systéme quasi-complet fini : (Ax)ogk<n Ol la somme Y p(Ay) devient une somme
k=0

N
finie Y p(Ag).
k=0

m Exemple 13
On choisit un nombre au hasard entre 0 et 1 (0 et 1 inclu.).
On associe & cette expérience l'ensemble fondamental @ = [0;1] et la tribu B des
boréliens.

Comparons les systémes suivants :

Ay =[0:1/2] et Ay = [1/2;1] (1)

et

By =]0;1/2[ et By = [1/2:1]  (2).

Le systéme (1) est clairement un systéme complet pour = [0; 1], car

AlmAQZ(Z), ATUA, =Q

Mais méme si By N By = (),

Donc le systéme (2) n’est pas complet. Néanmoins, la probabilité de tomber exac-
tement sur 0 est nulle. (Pour l'instant, il faut se contenter de I'intuition, nous prou-
verons ceci un peu plus tard.) Ainsi, on a en fait

p(Bl @] Bg) =1 _p(Bl @] BQ) =1 —p<{0}> =1

Le systéme (2) est donc quasi-complet.
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Commentaires :
En observant les définitions, on voit qu’un systéme complet est un cas particulier
de systeme quasi-complet, toutes les propriétés suivantes sont donc valables dans les
deux cadres...

I\;—2 Formule(s) des probabilités totales

Commentaires :

Si la formule des probabilités composées consiste o suivre une branche d’un arbre de
probabilités, la formule des probabilités totales ci-dessous consistera plutot a analyser
la décomposition suivant ses extrémiteés.

B p(AN B)
/ )
A p(A) =p(ANB)+p(ANB)
/@ T E A
Q\

A

Voyons par étape comment ceci se généralise o des systémes infinis :

Propriété 25 (Découpage par systéme quasi-complet)

On se donne un espace probabilisé (€2, T,p). Soit B un événement quelconque. Si
(An)nen est un systéme (quasi)-complet d’événements de 2 (ou de A tel que
B C A), alors
+oo
p(B) =p(BnN |_| A,) = Zp(B NA,).
neN n=0
Démonstration :

+oo 400
Posons C' le complémentaire dans Q de || A,. Alors Q =CU || A, puis
n=0 n=0

p(B) = p(BNQ)=pBnNnCU +[j|; Ap)

n=

— p((BNO)UBN L] Aw) =p(BAC) + P(BN ] An)

n=0 n=0

Or, BNC cC,dou0<P(BNC)<P(C)=0et donc P(BNC)=0.
On en déduit que

+oo +o0
P(B)=PBN| |A,)=> P(BNA,)
O n=0 n=0
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négligeable

? Exercice 9

|—On lance une piéce de monnaie indéfiniement. Calculer la probabilité de 1’événement
B :« le deuxiéme Pile arrive juste aprés le premier. »

Solution

Nous avons démontré tout a I’heure qu’en posant A, = « Obtenir Pile au n'®™¢ lancer »
pour tout n € N, le systéme { Ay }nen+ est quasi complet. Ainsi, par découpage en systéme
quasi-complet, on a

P(B) = f P(BN A,)

Or, en reprenant les notations utilisées dans la démonstration de "{A,}nen+ est quasi
complet" & la page 23, on trouve que

BnA,=FnNn..NEF,1nNF,NF,

D’ou la encore par indépendance,

. 132t
p(BNAn) =p(F1)...p(Fu1)p(Fn)p(Fnt1) = (*)

Et donc

-0 QT

1
n=1 n=1 2

(intuitif et logique. Aprés un pile arrive un autre pile avec « 1 chance sur 2 »!)

Théoréme 26 (Formule des probabilités totales)

Etant donné (Q,T,p) un espace probabilisé, et (Ag,...An,...) un systéme quasi-
complet d’événements de (0, T,p). Alors, pour tout événement B € T, on a

+oo
p(B) = pa (B)p(Ax)  (avec pa,(B)p(Ax) =0 si p(A) =0)
k=0
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Démonstration :

On sait déja, d’aprés le découpage en systéme quasi-complet démontré précédem-

ment, que e

p(B) =Y p(B N Ay
k=0

Or, pour tout k=0, ..., n, on a p(B N Ag) = pa, (B)p(Ak). On réinjecte dans (x)

et c’est terminé. [

(%)

m Exemple 14
Suivant une étude (non contractuelle), on sait que la probabilité py pour une famille
d’avoir k enfants est telle que

Po = p1 = a,

On part du principe que la probabilité d’avoir une fille ou un gargon est la méme.
Quelle est dans ce cas la probabilité d’avoir exactement 2 garcons sur ’ensemble des
enfants eu par le couple ?

pr=(1—2a)2=* "V i > 2

Notons G I’événement "avoir deux garcons" et F, : "La famille a n enfants." Alors le
systéme {E, }»>2 est un systéme complet de I’événement G et on a alors

“+o00 “+o0o
P(G) = g P(GNE,) = g Pg, (G)P(E,)
n=2 n=2
Or Pg,(G) = P("Ily a deux garcons et n — 2 filles") L’événement ci-dessus est ’en-
semble des permutations de la liste GG F'... F.
\H/—/
n 2 fois
De plus, chacune de ces listes est de probabilité égale a 2# par indépendance. Ainsi,
comme on a ('j) permutations possibles,

, n\ 1 nn—1) 1
Pg, (G) = <)> o = %) .

D’ou
{00 fo00 )
nn—1) 1 1 2
P(G) = %5(1720)2 (=1 — (1 - 2q) n(n—1)— = (l*Z(I)E ——3
n=2 n=2 (l o T)
i.e.

P(G) = %(1 ~ 2q)

v Variables aléatoires

Rappel : Dans le cadre des variables aléatoires finies, en premiére année, avec un univers
Q) fini, nous avons défini une variable aléatoire simplement comme une application

X:Q—=R.

Nous avons alors régulierement utilisé des notations de type « X =1 » pour désigner
Uévénements "la variable aléatoire X prend la valeur i" (pouri € R), ou « X € B »
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pour désigner l’événement "la variable aléatoire X prend ses valeurs dans B" (pour
B un ensemble de réels).
Rappelons que cela signifie la chose suivante :

(X =1) ={we| X(w)=1} (antécédents de i par X)

(XeB) ={weQ| X(w) € B} (antécédents de tous les éléments de B par X)

m Exemple 15

On lance deux dés et on appelle S la somme obtenue. Pour I"univers
Q=A@,7) [ i,J € [1;6]}

et
S:Q=R; (4,j)—i+]

I’événement « S =4 » correspond a

(§=4)={weQ|Sw)=4} ={(1,3);(%2);3,1)}
De méme « S < 3 » correspond a

(5<3) ={we Q| Sw) <3}={(1,1);(12);(2,1)}

et a y regarder de plus prés, « S €]2,3[ » correspond a

(S€2,3)=0

Variables aléatoires quelconques

V-1
|

Commentaires :
Dans le cadre futur des variables construites sur un univers étant un intervalle I de
R, il faut adapter la théorie a la présence d’une tribu potentiellement différente de
P) :

¢ Définition
On appelle variable aléatoire réelle sur (2,7, P) toute fonction X : © — R telle
que :
1. (9,7, P) soit un espace probabilisé
2. pourtoutaeR, (X <a)eT.
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<} Remarque :

La deuxiéme condition peut également se traduire ainsi :
pour tout @ € R, (X < a) est un événement.

Il se trouve que grace aux propriétés des tribus, tous les ensembles de type « X € B »
avec B raisonnable auront également un sens et seront également des événements
bien définis :

Propriété 27

Si X est une variable aléatoire et I un intervalle ou une réunion finie d’intervalles,
alors (X € I) est un événement.

Commentaires :
Le but n’étant pas de rentrer dans des excés de technicité, on ne fera pas d’exemple
chiffré ici. On se contentera des faits suivants, qui nous assurent que grand nombres
de fonctions sont des variables aléatoires. (Vous n'étes pas censés savoir démontrer
qu’une fonction est une variable aléatoire.)

m Exemple 16
Pour  fini, toute fonction X : @ — R est une variable aléatoire sur (2, P(2), P)
quelquesoit la probabilité p.

Proposition 28

Si € est un intervalle ou une réunion finie d’intervalle de R, toute fonction continue
ou continue par morceaux est une variable aléatoire sur (€2, B(f2), P).

Proposition 29

Soient X, Y deux variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé
(Q,T,P), alors

1. X +Y est une variable aléatoire.

2. XY est une va.
3.

. X . .
Si Y ne s’annule pas, v est une variable aléatoire.

Proposition 30

Soit f une fonction continue sur Dy C R et X une variable aléatoire sur (2,7, P)
telle que X (Q2) C Dy, alors f o X est une variable aléatoire.

m Exemple 17

| Si X, Y, Z sont des va sur (2,7, P), alors In % est une va.

V.-2 Loi d'une v.a. par fonction de répartition

V.2-a) Valeurs de la variable : notion de support

Commentaires :

L’intérét d’une variable aléatoire sur (Q, T, P) est notamment de pouvoir "se dé-
barraser” de 'univers d’origine, sur lequel il était peut étre difficile d’effectuer des
calculs.

On constate qu’en pratique, il n’y a nul besoin de connaitre . En revanche, la pro-
babilité P est bien celle de Uespace (2, T, P). En général, on ne sait pas la décrire
intégralement, mais on souhaite powvoir calculer les probabilités du type P(X € B)
ou P(X =) ou encore P(X <b).

m Exemple 18
Effectuons une infinité de lancers d’une piéce équilibrée. L’univers que l'on peut
associer & cette expérience est le suivant :

Q= {(un>neN* | Up € {PaF}'}

Un élément est donc une suite (infinie) de F' et de P qui donne 'ensemble des faces
obtenues chaque lancer, par exemple

(F,F,P,F,P,...)
La probabilité d’un tel événement n’est pas calculable a 'aide de I'indépendance ou

des probabilités composées (car on a une infinité de valeurs...). .. (a4 méditer)
En revanche, si on note maintenant

le rang d’apparition du premier Pile s’il apparait au moins une fois

X:Q—>N;u)|—>{ )
0 sinon

X sera bien une variable aléatoire (admis). Si on ne s’intéresse maintenant qu’a la
seule valeur de X, on peut facilement calculer P(X = n) pour tout n € N. On l'a
déja fait dans I'exemple sur le systéme complet p.23 :

1 *
P(X:n):{gn vYneN

0 sin=0
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Commentaires :

Dans ’exemple ci-dessus, X a d’un cété un univers de définition constitué des
suites (P, F,...) et de l'autre un ensemble de valeurs 0,1,. ...
De maniére générale, pour toute fonction, l’ensemble de ses valeurs est défini par :

X(Q) = {X(w) | w € 2}
Notons alors que, comme il s’agit de [’ensemble de toutes les valeurs possibles, on a

P(X € X(Q)) = P(Q) = 1.

m Exemples :

19 m  Sur Pexemple précédent (lancer infini d’une piéce et X rang d’appatition du
premier Pile), on a
X(Q)=N
20 m  Si X est le résultat du choix d’un nombre dans l'intervalle [0, 1] alors triviale-
ment
X(92) =10,1]
21 m  Si on regarde le nombre de boules rouges que I’on peut obtenir en sélectionnant

de maniére simultanée 10 boules dans une urne contenant 6 boules rouges et 6
boules blanches, on a
X(Q2) = [4,0]

Commentaires :

FEtant donné la possibilité d’avoir des événements négligeables, on aimerait se laisser
un peu plus de souplesse. On aimerait par exemple, dans l’exemple de la permiére
apparition de Pile, pouvoir se débarasser du cas X = 0 qui est négligeable :

Définition
Si X est une v.a. définie sur ’espace probabilisé (2, T, P), on appelle support de X
et on note Supp(X) tout sous-ensemble de X () tel que P(X € Supp(X)) = 1.

Commentaires :

Dit "simplement” cela correspond & l’ensemble des valeurs que peut prendre la va-
riable X ou on se se préoccuperait pas de ce qui est négligeable. On va donc voir
qu’un support n'est pas forcément défini de maniére unique (cf ci-dessous)
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m Exemples :

22 m  Un support trivial (et maximum !) pour toute variable aléatoire est X (2) :

En effet, on vient de revoir plus haut que
P(X e X(Q)=1.

23 m  Sur la série infinie de lancers d’une piéce, si X est le rang d’apparition du

premier Pile, comme P(X € N*) = 1, on peut poser
Supp(X) = N*

24 m  Si X est le résultat du choix d’un nombre dans l'intervalle [0, 1] alors (sous-
réserve d’admettre pour Uinstant que 0 est de probabilité nulle), on a par
exemple

Supp(X) =]0,1]
mais il y a d’autres possibilités! En effet, si 0 est de probabilité nulle, il en va
certainement de méme pour 1, ainsi

Supp(X) =]0,1]
Et on pourrait peut étre en retirer encore d’autres (mais tout ceci arrivera un
peu plus tard...)

25 m  Si on regarde le nombre de boules rouges que ’on peut obtenir en sélectionnant

de maniére simultanée 10 boules dans une urne contenant 6 boules rouges et 6
boules blanches, aucun élément de [4, 6] n’est de probabilité nulle. Ainsi, on ne
peut rien retirer et on ne peut trouver de support plus petit que

Supp(X) = [4,6]

NOTATION TOLEREE
Souvent, dans les ouvrages (et certaines fois au concours), les notions X(Q2) et
Supp(X) sont confondues. C’est un abus de notation qui est toléré. Néanmoins,
dans ce cours, la différence sera faite systématiquement afin de ne pas commettre
d’erreur de réflexion.

V.2-b) Fonction de répartition d’une variable aléatoire

Commentaires :

On a vu qu’une variable aléaoire ne dépendait pas de 'univers sur lequel elle est
constuite mais seulement de son support. Pour déterminer sa loi, dans tous les cas,
on peut utiliser la "fonction de répartition” ; La notion de "loi" d’une variable aléa-
toire commune a toutes les variables est celle de la fonction de répartition, qui, on
va le voir, permet de décrire completement ’ensemble des probabilités d’une variable
quelle qu’elle soit.
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¢ Définition
Etant donnée une variable aléatoire X, on appelle fonction de répartition de X la
fonction
Fx: R — [07 ].]
t = P(X<t)
m Exemple 26

On choisit simultanément 10 boules dans une urne contenant 6 boules rouges et 6
boules blanches. On note X le nombre de boules rouges obtenues et on note F' la
fonction de répartition de X. On cherche a déterminer F'(2), F(4), F(4.5), F(5), F(6)

* On a facilement que F'(2) = P(X < 2) = 0 car I’événement est impossible.
* A contrario, F/(6) = P(X < 6) = 1 car c’est ’événement certain.
* On a F(4) = P(X <4) = P(X =4) car il n’y a pas d’autre possibilité.

* Comme les valeurs de X sont nécessairement entiéres, on a F'(4,5) = P(X < 4.5) =
P(X <4)=F(4).

* Pour la méme raison, on a F'(5) = P(X <5) = P(X =4)+ P(X =5).

Pour résumer aprés avoir fini les calculs (exercice) :

k 2
P(X=F) |0

5 ‘ ol O

o}
o

/e

o

o

f Remarque :

Dans la situation de l’exemple précédent, on a trouvé les valeurs de F' seulement
pour t € {2, 4, 4.5, 5, 6}. Elle n’est donc pas entiérement déterminée. Il faudrait
préciser l'ensemble de tous les F'(¢) pour tous les ¢ réels. On en est loin!

Commentaires :

La fonction de répartition est une fonction réelle tout & fait classique, qui n’est pas
une variable aléatoire. Elle peut se dessiner a l'aide d’un graphique tout & fait habi-
tuel. Elle peut par exemple avoir cette allure la, (avec toujours des ordonnées claire-
ment comprises entre 0 et 1) :

En abscisse : les valeurs de t pour tout t réel et en ordonnées, les probabilités
associées. Nous allons commencer par voir quelques valeurs particuliéres (que nous
aurons commencer a aborder dans 'exemple précédent.)
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Propriété 31

Si Supp(X) C [a, +oo], alors Fx(t) =0 Vt < a.
De méme, si Supp(X) C] — o0,b], alors Fx(t) =1 Vt>b

Et en frangais 77 :

* Si les valeurs de X sont toutes supérieurs a a, alors, si t < a, l’événement X <t est
impossible.

* Si les valeurs de X sont toutes inférieures a b, alors, si t > b, l’événement X < b est
certain.

Illustrations :

négligeable de proba 1

Démonstration :
° Si Supp(X) C [a,+o0] :

Soit t < a. Alors (X <t) C (X <a) C (X € Supp(X)). D’on
0SPX<K<t)<PX<a)<PX eSupp(X))=1—-—P(X € Supp(X))=1—-1=0
et donc P(X <t)=0.

o Si Supp(X) C] — 00,b] :
Soit t > b. Alors (X € Supp(X)) C (X <b) C (X <t). D'on

1=P(X € Supp(X)) < P(X <b) < PX<t) <1

et donc P(X <t)=1.
O

De plus, il vient rapidement une propriété élémentaire :

Propriété 32

Soit F'x la fonction de répartition d’une variable aléatoire X. Alors F'x est une
fonction croissante.

Démonstration :

Soient u,v € R tels que v < v. Comme (X < u) C (X < v), on obtient immédia-
tement Fx(u) = P(X <u) < P(X <v)=Fx(v). O

Continuons linterprétation :
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Propriété 33

Sia < b, Pla < X < b) désigne la "différence de hauteur" entre P(X < a) et
P(X <b).

Démonstration :
Pla<X<b)=P(X<b\ X <a)

De la croissance de Fx et du résultat précédent, on tire également que :

Propriété 34

Soient a,b € R tels que a < b. Alors
P(a < X <b)=0ssi Fx est constante sur [a, b|.

1 pas d’augmentation de la proba

Voyons maintenant les inégalités strictes :

Propriété 35

Soit Fx la fonction de répartition d’une v.a. X et ¢ € R. Alors

P(X <) = lim P(X <) = lim Fx(a)

<t <t

Démonstration : admise.

Il -
Z X
Explication sur un gra- PE=Y S
1 pX<t) +——m-<
phique : :
f Remarque :

Soit Fx la fonction de répartition d’une v.a. X. Alors,

P(X=t)=P(X<t)—P(X <)
Ce qui veut dire que :

P(X =1t) # 0 si et seulement si ¢ est un point de discontinuité de Fx
et

P(X =t) est la "hauteur" de la discontinuité de la fonction de répartition en ¢.

Commentaires :

Nous allons voir maintenant 2 exemples : un dans le cadre des probabilités finies, et
Uautre dans le cadre d’un support [0, 1]

m Exemple 27

Revenons & : “On choisit simultanément 10 boules dans une urne contenant 6 boules
rouges et 6 boules blanches. On note X le nombre de boules rouges obtenues.” On
cherche a étabir la fonction de répartition Fx de X.

° Tout d'abord, le support :

C’est une variable finie avec Supp(X) = {4,5,6} C [4,6]. Ainsi,

0 siz<4
Fx(z) =
x(@) {l siz>6

° Les intervalles ou F'x est constante :

On sait que P(4 < X <5) = P(5 < X < 6) =0, ainsi, F'x est constante entre 4,5 puis
5, 6.

(] Les valeurs restantes :

Nous avons déja déterminé les valeurs en 4,5,6 dans un exemple précédent. On avait

0 sixz <4
k 4 | 516 = sid<z<5h
- Dot la fonction Fix (z) =4 %2, | - )
PX=k|Z|Z|S 55+ 15 sib<x<6
1 siz>6

m Exemple 28

Loi uniforme sur ]0; 1]

On choisit un nombre X au hasard dans U'intervalle |0; 1]. Montrons que la fonction
de répartition de X est F'x définie comme suit :

0 siz<O
Fx(z)=<z size€l0;1] 1
1 siz>1

e Tout d’abord, Supp(X) =]0; 1], d’ou :

Fx(x)

—N
)
22

VA
[

e Soit z €]0; 1[. Montrons que Fx (z)
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De maniére intuitive, on peut dire que la probabilité d’obtenir un nombre dans l'inter-
valle ]0; z] est = fois la probabilité d’obtenir un nombre dans ]0; 1]. i.e.

PO<X<z)=2zP0<X<1l) =z

Nous allons le montrer en plusieurs étapes : d’abord = = ,ll pour n € N*| puis

r = £ €]0,1] pour n,k € N*, et enfin 2 réel quelconque dans ]0,1]. Pour commen-

n

cer, remarquons qu’on a
Fx(z)=P(X <z)=P0< X <x)
* Pour z = % avec n € N* :

Par choix équiprobable, pour tout n € N*, on a
quip » P )

P(O<X<l>:P<1<X<g):...:P<n71<X<l>
n n n n n

Sommons ces valeurs. On obtient d’une part
n—1

ZP(%<X§I‘%1> = P(j0;1)) =1

k=0

et d’autre part

d’ou
1 1
p(0<X< *) = —
n n

* Pour z = % avec n,k € N" o k < n :

Comme {(71 <X < JH)}]_:O_“ w_ €t un systeme complet de (0 <X < 75) on a

) n 0

k—1

P(O<X§E>:ZP(1<X<J+1):E
n i—0 n n n

* Pour z réel quelconque dans |0, 1] :

On cherche & encadrer x entre deux nombres rationnels du type % et k:;] . Remarquons
alors que pour tout x €]0; 1] et tout n € N*, on a

k k+1

—<z< i E<nzx<k+1 < k=|nx|

n n

D’ou, si z €]0, 1], en posant k = [nz |, par croissance de p, pour tout n € N*, on a

k k+1 k+1
P(0<X§E)SP(O<X§$)<P(0<X<%)SP(O<X§ ::)
—_

_k =kt
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D’ou

nw nx|+1
2]  po< x <o)< P2l EL
n n
et, par passage a la limite quand n tend vers l'infini, et théoréme des gendarmes
Irel — i 2L — 4 (exercice en considérant que |na| € [na — 1, na))
n—+oo i '

lim
n——4oo

PO<X<z)==z

ce qui achéve la démonstration.

Au final, au constate sur une fonction de répartition que :

Propriété 36

Soit F'x la fonction de répartition d’une variable aléatoire X. Alors, les conditions
suivantes sont vérifiées :

i) O0<Fx()<1 vt € R.

ii) Fx est une fonction croissante.

ili) Fx est une fonction continue & droite en tout point ¢t € R.

iv) t_l}r_noO Fx(t)=0 et t_lg?oo Fx(t)=1

Démonstration :
i) Soit t € R. Fx(t) = P(X < t) € [0;1].
le reste est hors programme. [J

ii) déja vu

Commentaires :

La condition iii) prendra tout son sens dans le futur chapitre sur les variables aléa-
toires discretes. Elle consiste & dire qu’en cas de discontinuité, les points inclus se
présentent toujours le la maniére suivante :

—

— Probabilités (Généralités) —



V.2-c) Fonction dite "de répartition" V.-3 Indépendance de variables aléatoires

¢ Définition V.3 Cas de d bl
De maniére générale, toute fonction F': R — R vérifiant les conditions .3-a) as ce deux varables
i) O0<F(i)<1 vt e R. Dafinit;
ii) F est une fonction croissante. € Inition ) o . . .
iii) F est une fonction continue & droite en tout point ¢ € R. Soient X et Y .deux variables alea'tmres définies sur un méme espace probabilisé
iv) ltlim F(t)=0 et . 1ir+n F(t)=1 (Q,7,P). On dit que X et Y sont indépendantes si, pour tout A, B € T, on a
——00 — 100
est appelée fonction de répartition. P(XeANY e B)=P(X € A) P(Y € B)
Commentaires : f Remarque :
Cette fonction peut eétre définie de maniére indépendante d’une quelconque variable Tout comme dans le cas des événements, la définition est une traduction mathéma-
aléatoire. Si on définit par exemple la fonction suivante : tique de l'idée instinctive :
1 Le résultat d’une des variables n’influence pas l’autre.
= . r—
Fle) — So siwz<l1
() = 1 siz>1 Il est donc inutile de se jeter dans des calculs (qui peuvent étre fastidieux!) quand
‘ 1 la situation est claire.
Alors F vérifie bien les conditions ci-dessus. C’est une fonction de répartition, et elle
n’a pas été construite & partir d’une expérience. Néanmoins, les variables aléatoires Proposition 38
ne sont jamais bien loin :

Deux variables aléatoires X,Y définies sur un méme espace probabilisé sont indé-
pendantes si et seulement si, pour tout x,y € R,

Propriété 37 P(X <zNY <y) = F(2)F(y)

Pour toute fonction de répartition F, il existe une variable aléatoire X de fonction
de répartition F'x telle que

Démonstration : admise. [

F=F
* ? Exercice 10

Autrement dit, toute a toute fonction de répartition, on peut associer une variable

’Bn choisit deux nombres au hasard de maniére indépendante dans l'intervalle |0;1].

aléatoire. . i e 1
; Quelle est la probabilité d’obtenir deux nombres inférieurs ou égaux a 5 ?
Démonstration : admise. [
. Solution
Commentaires :

Avec un peu plus d’habitude, nous verrons que nous pouvons déduire des fonctions On pose X et Y les variables donnant les deux résultats. Ce sont deux variables aléatoires
de répartition toutes les informations utiles : support, type de variable, différentes indépendantes suivant des lois uniformes sur ]0; 1].Alors

robabilités, etc...Nous verrons ceci plus en détail dans les chapitres spécifiques. 1 1 1 1 1\ 1
p ) p 74 pécifi L P(Xgi,Ygi)zFx (§)FY <§>=<§) =1
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V.3-b) De maniére générale :

¢ Définition
Soient (Xj)rcx une famille (finie ou infinie) de variables aléatoires définies sur un

méme espace probabilisé (2, T, P). On dit que les variables X}, sont mutuellement
indépendantes si, pour toute famille (Ag)gen d’événements, on a

P(ﬂ(XkeAk)> =[] P(Xx € Ax)

keK keK

et voict quelques propriétés de bon sens :

Propriété 39

Si (Xk)ker une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes, alors
toute sous-famille de variables est mutuellement indépendante.

Démonstration : exercice. [
Lemme 40 des coalitions

St (Xa,..., X, Xog1, ... Xngp) est une famille de variables mutuellement indé-
pendantes, alors, pour tout fonction, u : R® — R, v : RP — R, les variables
w(Xq,. .., Xy) et v(Xpi1,..., Xyyp) sont indépendantes.

Commentaires :
Le lemme ci-dessus signifie simplement qu’on peut associer les variables indépen-
dantes de toute maniére souhaitée. Pour peu qu’on les divise au moins en 2 paquets
disjoints, ¢a reste bien indépendant.
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POLYNOMES

Généralités sur les polynémes

Dans tout ce chapitre, K désignera R ou C et n un entier naturel postif (n € N). Ce
chapitre a pour but de généraliser les notions sur les polynémes de R[X] vues en premiére
année aux polynomes & coefficients complexes.

I-1

= Définitions et vocabulaire de base

Définition
On note X la fonction identité de K dans K, c’est-a-dire :

X: K —- K
r = x

CONFUSION DE NOTATION

Ne pas confondre X qui est une application et le réel x ci-dessus. Ainsi, si par exemple
% on écrit P = X, P est bien une application qui peut s’évaluer en n’importe quel

nombre réel. Par exemple ici, P(2) = 2.

¢ Définition

Soit @ un élément de K. On appelle monome de degré n et de coefficient a 'applica-

tion

aX": K — K
z — az"

De maniére générale :
¢ Définition

Soit P une fonction de K dans K. On dit que P est un polynéme a coefficients dans

K s’il existe un entier naturel m ainsi que m + 1 éléments de K : ag, a1, a2, ..., am,

tels que :

P=ap+am X +aX’+...+a,X™
c’est-a-dire :
P: K - K
T = ag+arx +ax? + ...+ apz™
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m Exemple 1

Les termes —7 X2, (1 + 2i)X et V/2 sont les trois monémes constituant le polynome
P=—-7X%4+(1+2)X +v2.

4 Notation :

Il arrive fréquemment d’observer la notation P(X) au lieu de P. (par exemple
P(X)=1X%-iV/3X +1)
Celle-ci est & comprendre comme une composition d’applications, c’est-a-dire :

P(X)=PoX=Poid=P

Moralité, écrire P ou écrire P(X) est en réalité la méme chose. (contrairement a P(2)
et P qui sont deux objets différents! L’un est un nombre et 'autre une fonction. . .)

CONFUSION

Considérant la notation précédente, si x € K, remarquons alors que P(X) et P(x)
% sont deux objets de types différents! P(x) € K est un nombre. C’est 'image de

x € K par lapplication P(X).

m Exemple 2
Si P(X) = X? —4V/3X + 1 est un polyndéme, alors pour tout € C, P(zx) =

22 — iv/3z + 1 est un nombre complexe. Par exemple, pour z = i, on a P@i) =
i?—i2V/3+1=3¢cC

# Définition
| On note K[X] I’ensemble des polynomes a coefficients dans K.

¢ Définition
Les éléments de R[X] sont appelés polynomes a coefficients réels.
Les éléments de C[X] sont appelés polynomes a coefficients complezes.

f Remarque :

Dans ’écriture P = a9+ a1 X + ...+ a, X", on ne demande pas nécessairement que
an, # 0. Ainsi, quitte a rajouter (ou suivant les cas, retirer) des a; nuls (par exemple

Apt1,- -5 am = 0), on peut également écrire que

P=ay+aX+... 4+, X"+a, 1 X"+, +a,X™"

Cette écriture sera trés pratique pour la suite des définitions et propriétés.

avec n #m

m Exemple 3

[ 142X + X3 =14+2X+X34+0-X*4+0-X° (n=3,m=5)
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I-.2 Polynéme nul et unicité de |'écriture d'un polynéme

# Notation :
On note 0 le polynéme nul. C’est le polynéme suivant :
0: K - K
z — 0

CONFUSION
C’est bien une application dont I'image est nulle pour tout & € R, 4 ne pas confondre
avec une application qui s’annule en I'un ou l'autre point. Par exemple,
P=1+4X: K —- K
r = i+
s’annule en x = —¢, mais ce n’est en aucun cas le polynéme nul, puisque si on prend

par exemple z = 1, on obtient P(1) = 1+ 4 # 0. En réalité, il n’y a qu'une seule
possibilité pour qu'un polynéme soit nul :

Proposition 41

Soient ag,ai,...,a, € K. On pose P=ag+ a1 X +...+a, X" On a:
P=0 <~ aq=a1=...=a,=0.

Démonstration :
On peut démontrer ceci par exemple par récurrence sur n, on se réferrera a la
démonstration de premiére année sur les polynomes dans R[X] (et au cas échéant,
on admettra qu’elle se généralise & C[X].) O

Commentaires :

De cette proposition découle le corollaire suivant qui permet donc lidentification des
coefficients de deuz polynéomes égauz :

Corollaire tnicité des coefficients

Soient m un entier naturel, ainsi que ag,ay,...,a, € K et by, b1,...,b,, € K. On
vose P=ag+a1 X +...4+a, X" et Q=bg+b:X~+...+b,X". Quitte a rajouter
des a; = 0 ou b; =0, on peut supposer que n = m. Alors

a():bo
P=Q +—

a, = b,

Démonstration :

La démonstration vue en premiére année se généralise aisément ici au cas de C[X].
Elle repose sur la proposition précédente. [
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I'.3 Degré d'un polynéme

ﬁ’ Définition

Soit P un polynome non nul défini par P = ag+a1 X +...+a, X" ot ag, ..., a, € K.

m On appelle degré de P le plus grand entier N tel que ay # 0. On le note
deg(P).

m On appelle terme dominant de P (ou mondéme dominant) le monome ay X

= On appelle coefficient dominant de P le nombre ay précédemment défini.

m Exemple 4

| SiP=0xX3+7X2+0x X +14,onadegP =2 avec P de coeff. dominant 7.

Convention

4

La définition précédente ne fonctionne pas si P est le polynéme nul. Pour des futurs
raisons de calcul, on pose par convention

deg(0) = —oo.

Notation :

On note K, [X] Pensemble des polynémes & coefficients dans K dont le degré est
inférieur ou égal a n.

CONFUSION
Contrairement & une erreur fréquemment commise, on ne demande pas & ce que ce
le degré d’un polynome de K, [X] soient "égal" a n, mais bien "inférieur ou égal".
Par exemple :

X eCy [X]

m Exemple 5

X2 —iX +¢€'% appartiennent & Co[X] mais X® + iX n’appartient pas & Co[X].

11 Opérations sur les polynémes

II-1
[

Définitions et propriétés élémentaires

Les polyndmes sont des applications. Toutes les opérations dans R[X] découlent donc de celles
des fonctions réelles. Pour des raisons de cohérence de définition, on généralise donc ceci aux
polynémes de C[X].
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Définition
Soient P et @@ deux polynoémes a coefficients dans K et A\ un élément de K.
= On définit la fonction P + @ sur K par :
Ve € K, (P + Q)(z) = P(z) + Q(x).
= On définit la fonction AP sur K par :
Vo € K, (AP)(x) = AP(z)
= On définit la fonction P x @ sur K par :
Ve e K, (P x Q)(z) = P(z) x Q(x)
= On définit la fonction P o @ sur K par :
Ve €K, (P o Q)(x) = P(Q(x)).

? Exercice 1

’_Posons P=4X%2_-5X+met Q@=3X+iX3 montrer que PoQ = —4X% 4 24iX* —
5iX3 +36X2 — 15X + 7.

Solution

PoQ = 408X +iX*)?-5(B8X+iX%) +nx
4(9X% — X6 4 6iX*) — 15X — 5iX° + 7

L = —4X°+24iX" - 5iX° +36X° — 15X + 7

Cette définition donne lieu auz propriétés suivantes :

Propriété 42

Soient P, @ et R trois polynomes a coefficients dans K[X] et A € K. On a :

L P+Q=Q+P 7.Px(QxR)=(PxQ)xR

2 P+(Q+R)=(P+Q)+R 8. Px(Q+R)=PxQ+PxR

3. P+0=P 9. Px1=P

4. P+ (-P)=0 10. (P+Q)oR=PoR+QoR.

5. PxQ=QxP 11. (AP)o@Q =A(PoQ).

6. MQxR) = (A\Q) xR = Q 12. (PxQ)oR = (PoR)x(QoR).
(AR) 13. Po(QoR)=(PoQ)oR.

4> Remarque :

On peut calculer Po@ et Qo P avec P(X) = 1+X+X? et Q(X) = X2. On constate
qu’en général

PoQ#QoP
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La commutativité du produit (PQ = QP) quant a elle entraine :

PI’OpOSitiOI’] 43 Formule du binéme de Newton

Soient P et () deux polyndmes a coefficients dans K, on a :

prar =3 (1)re

k=0

NOTION DE DERIVEE

La notion de dérivée ne se généralise pas dans votre programme aux polynémes
% quelconques dans C[X]. Pour revoir la question de la dérivée dans R[X], on se référera

donc au cours de premiére année.

H.'2 Résultat des opérations sur les coefficients

De méme que tout a l’heure, les résultats des opérations sur les polyndémes s’étendent a
C[X]. On va les expliciter ci-dessous. Pour les besoins des énoncés, on rappelle que si P =
a0+ a1 X + ...+ anv X" est un polynome de degré N, alors, pour tout n € N tel que n > N, on
a également

P=a+aX+...+anX" +av i X"+ . +a, X"

avec AGN41,.--,0n = 0.

Proposition 44 (opérations élémentaires)

Soient P et (Q deux polynémes a coefficients dans K et A un élément de K. On
note :

P:a0+a1X+...+anX" et Q:b0+b1X++ann

(n n’étant pas forcément le degré de P et Q1)

m P+ @ est un polyndéme et on a :
P+Q=1(ap+by)+ (a1 +b1)X +...4 (an +by) X"
m AP est un polynéme et on a : AP = Aag + Aa1 X + ...+ Aa, X".

m P X Q est un polynome et on a (en posant a; = 0 et b; = 0 si i n’est pas
dans [0,n]

2n m
PxQ= chXk avec, pour tout m € [0, 2n], ¢, = Zakbn_k
k=0 k=0
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<} Remarque :

En ce qui concerne la multiplication, la formule avec les ”¢;”, n’est en général uti-
lisée que dans un cadre théorique. Plus concrétement, si on veut faire le produit de

deux polynéme, on le fait généralement en respectant les régles de développement
classique des parenthéses !

m Exemple 6
SiP=1+1iX et Q = X2+ 3, alors

PxQ=(01+iX)(X?+3)=(X?+3) +iX(X?+3) =3+3iX + X? +iX3

f Remarque :

La formule énoncée dans la proposition se rapproche un peu plus de la technique du
produit "a vue", o on cherche & déterminer au vol les coefficients devant les X*.

m Exemple 7

Si P=1+iX et Q = X2+ 3, alors on sait qu’en faisant le produit, on obtiendra
une constante et X, X2, X3.

PxQ=1+?X+7X%47X3
On observe ici que par développement :
= la constante s’obtient en faisant 1 x 3.
m le coefficient devant X s’obtient seulement en faisant iX x 3
m le coefficient devant X2 s’obtient seulement en faisant 1 x X2
m le coefficient devant X2 s’obtient seulement en faisant i.X x X2
D’ou

PxQ=3+3%X+X%+iX3

H-3 Résultat des opérations sur les degrés

Propriété 45

Soient P et @) deux polyndmes a coefficients dans K et A € K.

m On a: deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)).

m Si on sait que deg(P) # deg(Q) alors deg(P + Q) = max(deg(P), deg(Q)).
m Si A #0 alors : deg(AP) = deg(P).
m On a: deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q).

Démonstration :

La démonstration de premiére année se généralise sans probléme au cas C[X]. O

36

m Exemples :

Le cas de P + @ dépend du fait que les coefficients dominants se "compensent" ou
non :

Sm SiP=1+iX—V2X%etQ=7—X3 alors P+Q = (1+7)+iX +(v2-1)X3.
Lei
b deg(P + Q) = deg P = deg Q

9 SiP=1+iX+X3etQ=7m— X3 alors P+Q=(1+7)+iX.

I

b deg(P + Q) < deg P,deg Q
Remarque :
La propriéte deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q) est bien valable également si P ou Q
(ou les deux) est nul. Elle respecte bien la convention "deg0 = —oo".

En effet, si par exemple P est nul, on a également P x () = 0 et alors
deg(P x Q) = —c0
et
deg(P) + deg(Q) = —o0 + deg(Q) = —o0

car il ne peut y avoir de forme indéterminée (deg(Q)) est soit un nombre fini, soit
—00.)

Corollaire

Avec les notations précédentes, deg P" = ndeg P
Démonstration :

Cette démontration se fait par récurrence sur n, avec le passage de I’hérédité qui
se fait grace a P"T! = P"P et a la propriété du degré de P x Q. O

Corollaire mtegrité de K[X]

Soient P et QQ deux polyndmes a coefficients dans K, on a :
PxQ=0 < P=0o0ou@=0.

Démonstration :
D’aprés ’hypothése, on a deg(P x Q) = deg(0) = —oc.
D’apreés les propriétés, on a
deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q)
D’oul
deg(P) + deg(Q) = —0

ce qui n’est possible que si 'un au moins parmi deg(P) ou deg(Q) est —oo, c’est-
a-dire que si I'un au moins ds polyndémes P ou ) est nul. [
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Corollaire simplification dans K[X]
Soient A, B,C € K[X], avec A non nuls

AB=AC <+ B=C

Démonstration :
AB=AC <— AB-C)=0 <= B-C=0
~—~
A0

111 Décomposition d'un polynéme en sous-facteurs

III-1  Diyisibilité
[ |

Définition
Soient A et P dans K[X]. On dit que A divise P et on note A|P il existe un
polynome @ & coefficients dans K tel que : P = A x Q. On dit alors que :

m P est un multiple de A ou P est divisible par A.

m A est un diviseur de P.

m ( est le quotient de P par A.

m Exemples :
|10 s X —iet X+ divisent tous deux X2 + 1 car X2+ 1= (X +1i) x (X —i).
11 m  Tout polynéme divise O.

CONFUSION
g Ne pas confondre la divisibilité des polynomes dans K[X] et la divisibilité d’éventuels
coefficients entiers!

m Exemple 12
Le polynéme constant 2 divise X + ¢. On a en effet
1 1
X+i=21=-X+ -
+1 (2 + 2)

N’oublions pas que les coefficients peuvent étre quelconques dans K. Rien ne les
oblige & étre entiers . ..

<} Remarque :

Partant de ce principe, on peut constater que les polyndémes constants non nuls
divisent n’importe quel autre polynome.

Proposition 46

Soient A et P deux polyndémes & coefficients dans K. Alors

Adivise P = deg(A) < deg(P).

SENS DE L'IMPLICATION
o Le résultat précédent n’est en aucun cas une équivalence!

m Exemple 13
SiQ=1+Xet P=1—- X+ X2, alors on a bien deg Q < deg P, mais Q ne divise
pas P. (La vérification pourra se faire simplement & laide des racines. Argument
que nous reverrons ici dans la suite du chapitre ci-dessous.)

H='2 Racine et divisibilité

Définition
Soient P € K[X] et a € K.
On dit que « est une racine de P (ou un zéro de P) si P(a) = 0.

m Exemple 14
| i est racine de P = X2 + 1 car P(i) =4 + 1 = 0.

ou de maniére plus générale sur les polynomes réels de degré 2 :

m Exemple 15
Soit P = aX?+bX +c € R[X] avec a # 0. On pose A = b? — dac. On pose § tel que
52 = A. Ainsi, les racines de P sont

—b—9¢ —b+46
2a ' 2a

T =
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<} Remarque :

Dit autrement, au cas par cas, ceci signifie que :

siA>0: 5=\/Zetr1="’;a‘/57 _b;a\/E

siA=0: 6:06‘5ilyauneuniqueracinerz5—;’
) ) —b—iy/]A —b+iy/|A
sStA<O0: d=1i\/|Aletr = ;a‘ ‘7 ;al |

? Exercice 2

hVériﬁer que les racines précédentes fonctionnent également pour les polynémes a coef-
ficients complexes.

Solution

Dans tous les cas, on a

—2b —b)* — 4
a(X —m)(X —r2) = aX®—a(ri+r2)+arire =aX’ — a—— +a(317
— 2 —
= ax?iex 4+ T ZB oy gy g o0
4a? 4a?

aX?+bX +c

Ainsi, 71 et ro sont toutes deux des racines de P.

On rappelle ce résultat obtenu en premiére année, que l'on peut démontrer facilement a
Uaide du TVI :

Propriété 47

Tout polyndéme réel de degré impair admet au moins une racine réelle.

m Exemple 16
Le polynéme P = X° — 3X?2 + 1 admet au moins une racine réelle (méme si on ne
sait pas la déterminer a priori. ..)

Proposition 48

Soient P un polyndéme non constant a coefficients dans K et o € K. On a :

a est racine de P <— (X — «) divise P.
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Démonstration :
De méme que pour les autres résultats, on peut généraliser aisément la démonstra-
tion de premiére année. [

? Exercice 3
'Montrer que X + 1 divise X5 +3X*4+ X — 1.

Solution
On note que X +1 =X — (—1). Or, si on note P = X° +3X*+ X — 1, on a
P(—1)=(-1)°+3(-1) ' +(-1)-1=-1+3-1-1-0

D’ou (X + 1) divise P.

Si on prend plusieurs racines, les facteurs s’enchainent :

Propriété 49

Soient ayq,...,an, € K deux a deux distincts, et P € K[X]. Alors

Il existe @ € K[X] tel que

P=(X—a1)...(X —am)Q ‘ Qaq, ..., 0, € K sont racines de P

De plus, le polynéme @ ainsi défini est unique et deg Q@ = n — m avec n = deg P.

Démonstration :
J Unicité :_
SiP=X-a1)...(X —amn)@Q1et P=(X —a1)...(X —a;m)Q2, on a
(X—o)...(X =)@ = (X —a)" .. (X — am)Q2
Comme (X —aq)...(X — a;n) # 0, on a par simplification polyndmiale :
Q1= Q2

[ = .

Les «; sont clairement racines de P.

° =
On le démontre ici par récurrence sur m.

x Initialisation : Pour m = 1, c’est la proposition précédente.

* Hérédité : On suppose que c’est vrai pour m et on le montre pour m + 1.
Qat,...,0, € K étant en particulier par hypothése racines de P, ’hypothése de
récurrence nous dit qu’il existe ()1 tel que

P=X-a1)...(X —am)@1
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Mais ;11 est également racine de P. Ainsi ECRITURE
La recherche des racines non connues d’un polynéme doit se faire avec une certaine

0=Plams1) = (ma1 —a1) ... (a1 — m) Q1 (a1 ) . . . N
(am1) = (am ). (amy m) @1(am 1) réserve au niveau des notations. Regardons ceci de plus prés :

#£0

m soit on veut vérifier si un nombre « est racine, auquel cas, il n’y a pas de
D’ont Q1(amy1) = 0; i.e. apyyq est racine de Q1. Alors, par la proposition précé- probéme, on peut écrire sans soucis
dente, il existe ) tel que

Q1= (X —ame1)C avec ( -1 0 . . .
21 = ( Am41)Q wee Q(am+1) # m soit on veut chercher les racines sous forme d’équation. Par exemple, on cherche
D’otu les racines réelles de X* — 2X. Or

P=(X-a). .. (X —an)(X —am1)Q Pécriture X* — X =0« ... est FAUSSE!!

P(a) = ...(on remplace X par o dans lexpression de P(X)).

CQFD O
Rappelons en effet que X4 — X est une application et que X* — X = 0 signifie :
"Papplication X% — X est nulle", ce qui est faux, car la seule possibilité pour
2 Exercice 4 un polyndéme nul est que tous ses coefficients soient nuls. Or, ici ses coefficients

- ne le sont manifestement pas...
Montrer que (X — 1)(X — 2) divise le polynéme P = X3 — 2X? — X + 2 ) . . o
Pour solutionner ce probléme, on cherchera les racines en posant plutot 1’équa-

tion z* —x =0 o z € R.

(Pour information les solutions sont 0 et 1. Ainsi, X4 — X = X (X — 1)Q avec
Q un polynéme de degré 2 sans racine dans R.)

Solution

On a que P(1) = P(2) =0, d’ou le résultat.

Corollaire f Remarque :
On notera que dans la propriété précédente sur la décomposition (p.38), on ne sup-
Un polynome non nul de degré n admet au plus n racines deux a deux distinctes. pose pas que {a1,...,q,,} forme nécessairement ’ensemble de toutes les racines de
Démonstration : P. 1l peut y en avoir d’autres. cf. exercices suiants

Si on note m le nombre de racines 2 & 2 distinctes du polyndéme et si on
note as,...,a,, ces racines, alors, d’aprés la propriété précédente, on sait que 9 Exercice 5
(X —aq)...(X — ayy) divise P.

’Bn a vu précédemment que (X —1)(X —2) divise le polynéme P = X3 —2X2 — X + 2.
Par les considération de degré, on sait alors que Déterminer "a vue" 'ensemble de toutes les racines de P par une recherche de racine
évidente.

deg (X —aq)... (X —ap)) <degP

Solution

mais deg (X — aq)...(X — ) correspond également au nombre m ici de ra-
cines. D’ou

De part son degré, ce polynéme admet au maximum trois racines. On en a déja 2 avec

m < deg P 1 et 2. Il en reste une seule éventuelle & trouver. On peut tenter des racines "évidentes"

O et on constate qu’en effet, —1 est elle aussi racine. Autrement dit, on est au complet et
lensemble des racines de P est {—1,1,2}
L
m Exemple 17
Le polynéme X3+ 2X n’a au maximum que 3 racines distinctes. (Si on fait le calcul .
ici on s’apercoit que c’est 0, iv/2 et —iy/2.) Corollaire

N 3 9 . . . ) Un polynome de degré n qui a au moins n + 1 racines est nul.
Le polynéme X° 4+ 2X* 4+ X n’a au maximum que 3 racines distinctes. Si on les

calcule, on s’apergoit en effet qu’il n’y a que 0 et —1.
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Démonstration :

Notons P le polyndme en question et supposons par I’absurde qu’il soit non nul.
Son degré n devrait majorer son nombre de racines, qui est par hypothése > n+ 1.
ca donnerait n > n + 1. Nous voici avec une belle contradiction! [J

Remarque :
Le corollaire précédent s’applique en particulier sur une infinité de racines : un po-
lynéme ayant une infinité de racines est nécessairement le polynéme nul.

? Exercice 6

BY

ontrer que la fonction sin ne peut pas étre un polynoéme.

Solution

Supposons que P = sin soit un polynéme. Comme on a sin(nw) = 0 pour tout n € N, on
a une infinité de racines distinctes pour P, ce qui n’est possible que si P = 0. Ainsi, la
fonction sin serait nulle, ce qui est faux!

? Exercice 7

lgoient P,Q € K[X] deux polynémes. Montrer que si on a une infinité de valeurs

Qp, X1, ..

. € K, deux a deux distinctes, telles que

Alors on a tout simplement P = @ (c’est-a-dire P(z) = Q(x) pour tout z € R.)

Solution

Il suffit de poser le polynéme H = P — Q qui a alors une infinité de racines a; Vi € N et
qui est donc nul.

Définition

Soient P € K[X], o € K et n € N*. On dit que :

m o est racine de P d’ordre (ou de multiplicité) au moins k si (X — a)* divise P.
m o est racine de P d’ordre exatement k si (X — a)® divise P et (X — a)F*! ne
divise pas P.

Si « est racine de P d’ordre exactement 1, on dit que « est une racine simple
de P.

®m « est une racine double de P si « est racine de P d’ordre exactement 2.

m « est une racine multiple de P si « est racine de P d’ordre au moins 2.
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Tout d’abord un petit rappel de premiére année sur les polynomes réels :

Proposition 50

Soit P un polynoéme & coefficients réels. a € R est une racine multiple de P ssi

P(a) =P'(a) =0

Démonstration :

la démonstration a déja été vue en premiére année, nous ne revenons pas sur la
question. []

? Exercice 8
’K/Iontrer que 2 est racine multiple de P = X% — 2X3 — 3X? 44X + 4.

Solution

On vérifie que P(2) = P'(2) =0

ATTENTION AUX GENERALISATIONS ABUSIVES
Ceci ne peut étre généralisé aux polynomes a coefficients complexes ou aux racines
g complexes, n’ayant pas de définition de la dérivée dans C[X].

La propriété précédente (p.38) sur la décomposition en facteurs de degrés 1 peut étre
généralisée a la problématique "avec multiplicités” :

Théoréme 51 décomposition suivant les racines

Soient ay, . .., 0 € K deux & deux distincts, ki, ..., k, € N*, P € K[X]. Alors
Il existe Q € K[X] tel que Qa, ..., € K sont racines de P
P=(X-a).. (X —an)Q | & | dordres de multiplicité respectifs

avec Q(a;) # 0 pour touti=1,...,m ki, . km
De plus, le polynome Q ainsi défini est unique et deg Q@ =n — (k1 + ...+ k) avec

n=degP.

Démonstration :
° Unicité :

SiP=(X-a)" .. (X —an)Qiet P=(X —a)"...(X —an)f"Qs, on a

(X —a)" . (X —an) Q1= (X —a)" .. (X — am)Q,
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Comme (X — ;)" ... (X — a;n)*™ # 0, on a par simplification polynémiale :
Q1= Q2

° =

Les «; sont clairement racines de P. Voyons maintenant leur ordre de multiplicité :
n

Soit i € {1,...,m}. Sion pose T; = [[ (X — ;)% Q, alors
j=1

Jj=

P=(X-w)kT;

et T;(ay) = H (i — ;)% Q(cv;) # 0. Donc k; est bien 'odre de multiplicité de a.
i
o =

On le démontre ici par récurrence sur m.
* Initialisation : Pour m = 1, c’est la définition de la multiplicité de ;.

* Heérédité : On suppose que c’est vrai pour m et on le montre pour m + 1.

aig, ..., o, € K étant en particulier par hypothése racines de P d’ordres de multi-
plicité respectifs k1, ..., k., Phypothése de récurrence nous dit qu’il existe Q1 tel
que

P=(X—-a)" . (X —am)Q
Mais ay,41 est également racine de P. Ainsi

ka cee (aerl - Oém)k.m Q] (am+1)

£0

0= P(amy1) = (Qmy1 — 1)

Dot Q1(@mt1) = 0; 1. aypyq est racine de Q1. On note n son ordre de multiplicité
dans Q4. Alors il existe @ tel que

(21 = (X - am+1)n’(2 avec C)((Yval) 7é 0

D’ou
P=(X—a)" . (X —an)" (X —am)"Q
On note
T=X-a)"... (X —ankQ
alors

n
P = (X - am+1) T
et on peut observer 1a encore, en réinjectant, que
T(am+1) 7& 0
Ainsi, par définition, le n ci-dessus est également lordre de multiplicité de 11

dans P, c’est-a-dire que n = m + 1. CQFD O
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? Exercice 9

IBn sait que (X — 1)(X — 2) divise le polynome P = X3 —2X?2 — X + 2. Déterminer
par calcul toutes les racines de P.

Solution

1 et 2 sont racines. Comme deg P = 3, d’aprés le théoréme de décomposition, il existe alors
a,b € R tels que P = (X — 1)(X — 2)(aX +b). On a donc

X?_2X? X +4+2=aX®—(a+2a+b)X>+....
L’identification des coefficients nous dit alors que
a=1,a4+2a+b=2,4e.a=1, b=—-1

et donc P = (X — 1)(X — 2)(X + 1). Les racines de P sont donc —1,1, 2.

Corollaire somme des multiplicités

Soit P € K[X]. Si aq,...,am € K sont des racines deuz & deuzx distinctes de P de
multiplicités respectives ki, ..., k,, € N*. Alors

k1 + ...+ ky < deg(P)

Démonstration :

C’est une simple conséquence du théoréme précédent : comme (X — ay)* ... (X —
Qi )Fm divise P, alors

deg (X — )™ ... (X — ap)P) < deg P

et
deg ((X —a) (X - am)k’”) =ki+...+knp
D’ou
ki+...+k, <degP
[l

Intéprétation et corollaire du corollaire précédent :

Corollaire Nombre de racines

Un polynoéme non nul de degré n admet au plus n racines comptées avec leur mul-
tiplicité.

— Polynémes —



] Exemple 18 f Remarque :
Le polynéme X2 + 2X? 4+ X n’a au maximum que 3 racines distinctes. Si on les

Notons que dans I’exemple précédent, les deux racines trouvées i et —i sont conju-
calcule, on s’apercoit qu'on n’a que 0 et —1.

guées. D’ailleurs, on peut au passage rappeler que dans le cas plus général des racines
d’un polynoéme P de degré 2, avec P = a + bX + cX? avec a # 0, en cas de discri-

Néanmoins, on sait que la somme des multiplicités de chacune d’entre elles ne peut minant négatif (A = b% — dac < 0), on obtient également deux racines conjuguées :

dépasser 3. Ainsi, on sait qu’au maximum, I'une sera de multiplicité maximum 2 et
l'autre de multiplicité 1. —b—i\/|A] b+ Z\/m
On s’apergoit qu’on a en effet ici X3 +2X? + X = X(X24+2X +1) = X(X + 1) n=—, "7 T,
Ainsi, —1 est racine double et 0 racine simple.

et bien en réalité, ceci est vrai quel que soit le degré du polynéme mais avec néan-
moins une "petite" (!) restriction aux polynémes réels :

? Exercice 10 o
S Propriété 52

,Béterminer I’ensemble des racines de P = X4 —2X3 — 3X2 4+ 4X + 4 sachant qu'il a
deux racines réelles doubles, dont 2 et que P'(X) = (X —2)(X —1)(X +1) Soit P un polynéme a coefficients réels. Si a € C est racine de P, alors P(a) = 0,
c’est-a-dire que @ est également racine de P.

Solution j
Démonstration :

A a o g / . ) N i X
Le polynéme P est réel. Une racine a est double ssi P(a) = P'(a) = 0. On note P =a¢p + a1 X + ...+ a, X" avec par hypothése ag,..., a, € R. On sait
Les racines e.tant el doub1e§, o peujc donc les. chercher parmi celles de P. On sait déja que P(a) = 0. Comme P(«) est un nombre, on peut prendre son complémentaire
que 2 est racine double. Vérifions maintenant si 1 est racine double : "de chaque coté de l'égalité" :

P(1)=1-2-34+4+4=4#0 Pla) =0
1 n’est pas racine. L autre racine double ne peut donc étre que —1. (On peut éventuellement
le vérifier en constatant que P(—1) = 0)
Les deux racines doubles sont donc 2 et —1. Il ne peut y avoir d’autres racines, puisque
la somme des multiplicités vaut au moins 2 + 2 = 4 = deg P. On a donc ici I’ensemble de
toutes les racines.

Or, d’une part,

Pla)=ay+aia+ ... fa@® =ag+a; a+...+a, a"
Mais comme les a; sont tous réels, on a

a;,=a; Vi=0,...,n

II-3  Racines dans C et décomposition dans C[X] et done S ) o
] Pla)=ap+aa+...+a,a" = P(a)

. . . . . . . D’autre part, on a également
Certains polyndmes, construits au départ dans R, peuvent néanmoins avoir des racines ! © —

complezes. On prend pour exemple P = X2 +1 € R[X], qui n’a aucune racine réelle mais V=0

admet exactement deux racines complexes i et —i. On peut alors I’écrire en deux facteurs d’ot1, en combinant les deux résultats et en réinjectant dans la permiére ligne, on
obtient
X24+1=(X—i)(X+1i) P(@) =0
€R[X] eC[X] eC[X] c’est-a~dire que le conjugué de « est racine également [

mais il n’existe en revanche aucune décomposition dans R[X]. Sinon, on aurait X? +1 =

(X —a)(X —b) dans R[X], c’est-a-dire deuz racines a,b réelles. Commer}ta'res : . ) ) o _
Pour certaines nécessités de factorisation, on est donc amené a considérer les expressions Ce résultat est ea%ab.le que o sot comp.lexe non 7?“3617 ou Tefl- En effet, 5t jamais
dans C[X]. Nous allons donc voir dans cette partie quelques propriétés spécifiques amenés a € R, la propriété dit simplement que si o est racine, alors & = o est racine. Bref,
par les complezes. il n’y a pas spécialement de contradiction, mais juste un "non résultat”!
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& IL FAUT DES COEFFICIENTS REELS
Il faut bien faire attention ici & avoir un polynéme dont tous les coefficients sont
% réels! En effet : Le polynome X — i ¢ R[X]| a ¢ comme racine, mais son conjugué
—i n’est pas racine. (& vérifier. . .)

4 Remarque :

Ce résultat nous dit en particulier que si on a trouvé une racine complexe o d’un
polynoéme réel P, alors on en a automatiquement une autre a. Ainsi, (X —a)(X —a)
divise P. Or,

Q=X-a)(X-a)=X>—(a+a)X +aa=X?-2Re(a)X + |a]?

qui est du coup un polyndme réel. Ainsi, on a trouvé un polynéme réel @) de degré
2 tel que @ divise P.

? Exercice 11
montrer que 7 est racine de P = — X3+ X2 — X +1 et en déduire que X2 + 1 divise P.

Solution

Onaque P(i)=—®+i® —i+1=i—1—4i+1=0.
Comme P est un polynoéme réel, on sait alors que —i est également racine de P et donc
que Q = (X —i)(X +14) divise P. Or, Q = X? 4+ 1, d’ou le résultat.

Voyons maintenant un résultat trés important sur les polynomes, qui est la base de la

décomposition en sous-facteurs :

Théoréme 53 De D’Alembert

Soit P un polynéme a coefficients réels ou compleres non constant. P admet au
moins une racine dans C.

Démonstration : admise. [

Corollaire

Tout polynome P de K[X] s’écrit de fagon unique dans C[X] (a lordre prés) sous
la forme :
P=XAx(X—a)" x...x (X —ap)k

avec :

m )\ le coefficient dominant de P.
= m un entier naturel.
B Qy,...,on €C les racines de P de multiplicités respectives ki, ..., kpy,.

ki1 +ko+...4 ki le degré de P.

m Exemple 19

Si /2 est le coefficient dominant d’un polynéme P dont les racines sont i et 2 avec des
multiplicités respectives de 3 et 1 alors P est nécessairement le polynéme suivant :

P=V2(X-i)3x (X -2).

# Définition
Factoriser dans C[X] (en produit de facteurs irréductibles) signifie qu’il faut trouver
cette décomposition en facteurs de degré 1.

? Exercice 12

Montrer que i et 1 sont racines de P = — X3+ X2 — X +1. En déduire une factorisation
dans C de P.

Solution
On a déja vu dans exercice précédent que P(i7) = 0. De méme,
P(1)=0
Ainsi, 7 et 1 sont bien des racines.

Le polynome P étant réel, on sait que —i est racine également.

De plus, P étant de degré 3, il ne peut pas y avoir plus de 3 racines. On les a donc toutes
et on on obtient dans la foulée I'existence de @ de degré 3 — 3 = 0 tel que

P=(X-)X+9)X+1)Q
Q) étant constant, c’est le coefficient domiant, c’est-a-dire —1. Ainsi,

P=—(X-)(X+9)X+1)

— Polynémes —
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RAPPELS EQUATIONS DIFF. LINEAIRES

Dans ce chapitre, on utilisera régulicrement ’abus de notation y = y(x) pour une fonc-
tion y, qui confond la fonction y avec son image y(x). On veillera d’autant plus & bien
comprendre de quel objet on parle lors des calculs!

I Ordrel

Yy t+ay=c

I — R deux fonctions continues sur un intervalle ouvert I. On considére
I’équation différentielle

Soient a,c :

y +ay=c surl

ot on rappelle que ceci un abus de notation pour désigner 1’équation :

Y (z) +alx)y(x) =clz) Veel

Sic # 0, (i.e. si ’équation n’est pas homogeéne), cette résolution se fait en plusieurs étapes
e recherche des solutions de I’équation homogéne y' + a(z)y =0
e recherche d’une solution particuliére.

e Constitution des solutions générales avec le principe de superposition.

¢ Eventuellement recherche de solutions particuliéres avec ‘“‘condition ini-
tiale”.

sachant que l’ordre dans lequel sont traitées ces étapes, ainsi que la méthode
utilisée, peut dépendre des données du probléme ! Il faut donc bien lire I’énoncé
avant de se lancer dans une résolution générale. . .Revoyons tout ceci ci-dessous.

(£o)

Résolution d'une équation homogéne y +a(x)y =0

Théoréme 54

L’ensemble des solutions de l’équation y' + a(x)y = 0 est

So={y:I-R|yx)=Xxe 4@ XxeR}

yo()

ot A est une primitive quelconque de a sur I.
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m Exemple 1

On cherche les fonctions réelles y, C* sur ]0; +oo[ vérifiant
, 1
y'(z) = 2—y(x) Va €]0; +oof
X
Une primitive sur ]0; +o00[ de a(z) = f% est A(x) = f% Inz, ainsi, les solutions sont
toutes les fonctions
T he2 MT — VLD ou VA € R

Résolution d'une équation générale (E): o' +a(z)y = c(x), ot c # 0

Dans tous les cas, il nous faut résoudre l’équation homogeéne.

Nous avons ensuite besoin d’au moins une solution de l’équation générale, que l’on ap-
pellera “solution particuliére”. Notons la ici y,. Si ’énoncé ne nous fait pas calculer de
solution particuliére, il faut aller en chercher une :

e Si a et ¢ sont constants, il existe également une solution particuliére constante
(cf ci-dessous)

e Si a et c sont des polynomes avec dega < degc, on pourra tenter de cher-
cher une solution yo polyndmiale, mais on n'est pas certain d’en trouver une. (cf
ci-dessous)

e Dans les autres cas, on pourra tenter la méthode de variation de la constante. Il
eziste toujours une solution, mais on n’est pas forcément certain de pouvoir l’expli-
citer. (cf ci-dessous)

Une fois une solution trouvée, on appliquera le principe de superposition :

Théoréme 55

L’ensemble des solutions de l’équation (E) est

So={y:I->R|y@)=re*@ +y,(z), \eR}

e Sia et c sont constants :

Il existe une solution particuliére sous la forme | y,(x) = £.

Analyse : Supposons que y,, soit une fonction constante. Alors, y;, = 0. Ainsi,

c
yp est solution de 'équation (F) & ayp=c & yp=—
a

Synthese : Par les équivalents précédents, il existe bien sur une fonction constante y, qui
répond a I’équation.

— Rappels équations diff. linéaires —



e Sia et ¢ sont des polynémes non nuls :

Supposons y, = P un polynéme donné. On note n = deg P.

Analyse :

yp est solution de ce 'équation (E) << P'+aP=c¢

Equation auz degrés :
De I'équation précédente, on tire
deg(P’' + aP) = degc
Or, comme deg P’ < deg P, on a
deg(P’ + aP) = deg P + dega

D’ou :
deg P =degc—dega si dega < degc

une contradiction sinon

On réinjecte :
Si on arrive a une contradiction, c’est qu'une telle solution est impossible. Sinon, on
récupére le degré obtenu et on passe a un calcul plus précis. (¢f. ci-dessous)

m Exemple 2
Déterminer une solution polynomiale de '’équation (E) : 3 +zy =22 +1:

Soit. P un polynome. On note n son degré.

P est solution de (E) & P +zP = 2> +1
~—— ~——

de degré n + 1 de degré 2

Ainsi, n+1 =2 et donc n = 1. On peut donc poser P = ax + . Alors

sSa+tz(az+pB)=2>+1 VzeER

P est solution
sarl+pfr+a=2>+1 VzeR

ce qui est possible dés que a = 1, § = 0. Ainsi, la fonction y, = z est solution de
I’équation.

m Exemple 3

Existe-t-il une solution polynomiale & I’équation (E) : y' +xy = 22 :
Ici, " dega < degc”, mais néanmoins, il n’existe pas de solution polynémiale :
Avec les mémes arguments et notations que pour l’exemple ci-dessus, on arrive a

{P est solution < az?+fBr+a=1z> VzeR

ce qui est impossible car on aurait 1 = e = 0, ce qui est contradictoire.
('()(Jff dominant COCH constant

Il n’existe donc en effet pas de solution polynémiale & cette équation.
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. Recherche d'une solution particuliére de (E) par Méthode de Variation
de la Constante (MVC)

On recherche une solution particuliére sour la forme | y,(x) = M(x) e=4@) | pour tout

x € I, avec A une fonction dérivable sur 1.

Analyse : Si on réinjecte y, dans I'équation (E), on trouve un candidat pour A tel que

! — A(z)
Démonstration : N(z) =c(z)e .

ona,pourx € I,y,(r) = N(x) e~ A _\(z)a(z) e @) = N (z) e A®) —a(x) y, ().

D’ou
o — . ) o~ A®) — (0 ) — of ) pAT)
Y, +ay, =c = N(z)e = ¢(x) = N(z) =c(x)e
O
Synthése : On choisit A une primitive quelconque de x +— ¢(z) eAl®) = ?;)((Z)).

On vérifie que y,(x) = A(z)e~4(*) est une solution particuliére de (E) sur I.

m Exemple 4
Résolvons I'équation y/(z) = 5-y(x) + 2 sur z €]0; +oo].

D’aprés la résolution précédente, on sait déja que les solutions de ’équation homogéne

sont les fonctions

Utilisons maintenant la MVC pour déterminer une solution particuliére. Posons y, () =
A(z)y/z ot A est une fonction C*(]0; 4-o00().

ou VA € R

Alors,
. . / 1 .
yp est solytion particuliere < 1y, = 50 P + 2
x
< ...(calcul, cf ci-dessus)
2
s N(z) =
Par exemple,
A(z) = 4y/x convient
Autrement dit, une solution particuliére est :

Yp : o €]0; +oo[— A(w)vz = 4o

D’ou, par principe de superposition, ’ensemble de toutes les solutions de ’équation :

x €]0; +oo[— Az + 4z YA eR
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Théoréme 56

« St A >0, on note r1,ry les deux solutions réelles disctinctes de (C'),
y: I — R 7)\1,)\2611%}

Equation avec condition initiale

SO = { ® — )\1 erlx _|_ )\2 eT‘zx

La recherche de ces solutions se fait toujours aprés avoir résolu ’équation dans son in-

tégralité. . . . Si A =0, on note r1 la seule solution (réelle) de (C),
m Exemple 5 So=J ¥y I = R A peER
Résoudre I'équation y'(z) = 5;y(x) + 2 sur & €]0;+o0[ avec la condition initiale z = (Artp)e
y(1) =5 2z ’ Si A <0, on note r = a+ i une solution de (C), (o, B € R)
Sy — y: I — R ,AL, A2 ER
0= x = e (A cos(Bz) + A2 sin(fz))

L’ensemble des solutions de (E) sont les fonctions

x €]0; +oo[— Az + 4w YA eR
Soit y une de ces fonctions. Alors : Commentaires : On remarque qu’une conséquence de ce théoréme est que l’ensemble des
' solutions de l’équation (Ey) est un R-e.v. de dimension 2. On le note Sp.
y1)=1 & MW1l4+4=5 < r=1
m Exemple 6
D’ou la (seule) solution avec condition initiale y(1) =5 : Résolvons ’équation

. " / _
x>0V +4z o (Eo) : y'+2y+y=0

L’équation caractéristique de (E()) est

r’ 4+ 2r +1r =0
de racine double
f Remarque : .
. 2 . cps ey r=-
Dans le cadre des équations différentielles d’ordre 1, une condition initiale amenera ) )
toujours & une seule solution (au maximum). @ méditer. . . L’ensemble des solutions a valeurs dans R de (Ep) est

S={y:zeR A+puz)e " | \,p R}

11 Ordre 2 A coefficients constants ay” + by +cy = d(z)

Solution particuliére y, de (E) si d est une constante

Soient a,b,c € R, a # 0 et d : I — K une fonction continue sur un intervalle ouvert I.
On considére ’équation différentielle

(E) ay” +by +cy=d ay” +by +cy=d

Pour une constante d et une équation sous la forme

C’est-a-dire que I'on cherche 'ensemble des fonctions C?(I) vérifiant 'équation. Les étapes

sont les mémes que pour Pordre 1. Une solution particuliére est

Yp 1 T g
Résolution de I'équation homogeéne (5 : a’ b/ +ey=0  facite 4 verifier)

On pose I'équation caractéristique

(@) ar’> +br+c¢=0

On note A le discriminant de C.
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Solution particuliere y, de (E) si d(x) = P(x)el”

Supposons que d(x) = P(x)e’®, ou 3 est réel et P est un polynéme réel. Alors on cherche
une solution particuliére y,(z) = Q(z)e’® de la maniére suivante :

*  Analyse : Recheche du degré de @ :

yp est sol. part. ayp + by + cyp = PePT Va

=4
& L.caleul
& 7 (aQ" + (208 +b)Q' + (B2 + b8+ ¢)Q) = Pe* Va
& aQ"+ (2aB+0)Q + (B2 +b+c)Q=P

—— —_————

B c
Le degré de P est donc également celui de I'expression a@” + BQ' + CQ. Comme on a

deg Q > deg Q' > deg Q"

on a
siC #0, deg @ = deg P
si C =0 mais B =0, deg Q' = deg P
si O = B =0, comme a # 0, deg Q" = deg P

En bref (HP) : ceci pourrait se traduire de la maniére suivante en terme de polynéme
caractéristique :

deg P si 3 n’est pas racine du polynéme caractéristique.
deg Q(x) = deg P+ 1 si [ est racine simple du polynéme caractéristique.
deg P+ 2 si (3 est racine double du polynéme caractéristique.

*  Synthése : Recherche d'une solution s’écrivant sous la forme proposée :

On pose @ =ag+ a1 X + ...+ a, X™ avec n le degré trouvé précédemment et on procéde
par équivalence pour déterminer y, comme solution de ’équation :

yp solution ssi ...

on pourra ainsi reprendre et poursuivre les calculs effectués dans la partie “analyse” en
Uappliquant au degré trouvé.

m Exemple 7
On considére ’équation

(E) : o' +2)+y=ae"

On propose de trouver une solution partucliére sous la forme yp = Qe™" ou @ est
un polynome réel.

On a

yp = Q'e” — Qe = (Q' — Q)e”, yp = (Q" —2Q +Q)e™”

Ainsi,

yp est sol. part. < yp+2yp+yp =ze © Vaz
& .. calculs
& Q"+0-Q+0-Q==x (¥

On obtient alors deg Q" = degx = 1, d’ot
deg @ = 3.
On pose alors pour tout z € R :
yp(z) = (a+ bz + ca® + da®)e™™
Ainsi, d’aprés (x) et avec Q" = 2¢ + 6z, yp est solution de (E) ssi pour tout z :

2c+ 6dx = x

c=0
(l:ﬁ,

les a, b pouvant étre choisis de maniére quelconque. On sait donc qu’on a comme solution
particuliére la fonction yp telle que

i.e. ssi

1 . .
yp x> —xe "
6

f Remarque :

Dans l'exemple précédent, ’ensemble des fonctions y = (a + bx)e™* étant déja
solutions de I’équation homogéne, en réalité, on pouvait poser, dés lors qu’on a
su que deg @@ = 3 la proposition

yp(z) = (cx® + dz3)e™ aulieu de yp(z) = (a + bz + ca® + da®)e™

(la partie (a + bx)e™* n’apportant aucune contribution au second membre.)
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Solution particuliére y, de (E) si d(z) = P(x)

C’est tout simplement un cas particulier du cas précedent, avec 8 = 0. En effet,

On peut donc proposer donc une recherche de solution sous forme polynomiale par
exemple.

Principe de superposition

solution particuliere y, de (E) si

Si y;1 est solution de ay” + by’ + cy = dy et yo est solution de ay” + by’ + cy = da, alors

yp =Y1 T Y2

est solution de ay” + by’ + cy = dy + da. (Facile & montrer!)

m Exemple 8
On souhaite trouver une solution particuliére de ’équation
(E) Y 2ty =a(e" +e") +1
On connait déja ’ensemble des solutions de 1’équation homogéne par un exemple pré-
cédent :
So = {y cxER—= N+px)e” | A\ p e R}

* Recherche d’une solution particuliére de (E}) y' 2y =xe " :

Dans un exemple précédent, on a trouvé y;(x) = %.17‘3

e*ﬁl,‘.

x Recherche d'une solution particuliére de (F2) y' + 2y +y =z :

Le méme type de recherche que précédemment donne une solution particuliére :
1 g
yo i x— 3 (x — 1)e”.

* Recherche d’une solution particuliére de (F3) y' +2y +y=1:

Le second membre est constant, une solution particuliére est donc ys avec
ys(x) =1
* En conclusion, une solution particuliére de (E) est

14 .,
yp(z) = 61"3@ T+

Solution générale de (F)

Théoréme 57

L’ensemble des solutions de léquation (E) : ay” + by’ + cy = d est

S = S0+ yp(x)

m Exemple 9
On souhaite résoudre ’équation

(E) y' 2y ty=a(e” +e") + 1

Les exemples précédents nous permettent d’affirmer que ’ensemble des solutions a va-
leurs dans R sont toutes les fonctions

B P | :
y:x €R— (A4 pux)e * + (717‘563 T+ 1(1 —1)e" +1, o A\, n €R
)
yp(x)

Recherche de la (ou des) solution(s) avec conditions initiales :

On rappelle que la recherche de ces solutions se fait toujours apres avoir résolu [’équa-
tion dans son intégralité. . . Ainsi, si y est solution de (E) avec une ou plusieurs conditions
initiales, il faudra ensuite résoudre le systéme associé.

m Exemple 10

Résoudre ’équation

(E) v+ 2y +y=z(e"+e ") +1, sachant que y(0) = 1

L’ensemble des solutions de (E) sont les fonctions obtenues dans 'exemple précédent :

e 13 1 .
y:x €R— (A4 px)e * + 6:1:3(1 T+ i(.’l} —1)e" +1, ot A\, ueR
vp (@)

Or, pour y de la forme ci-dessus :
-0 0 1 0 !
y(0)=0 < (A+p0)e " +0e " + E(() —le +1=1

1
A—=+41=1
o 1+

P
- 1
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En conclusion, les solutions de (E) avec la condition initiale demandée sont :

1
y:xGRH(,ux—l)efz—i—fa:Se*z—kl

i 5 Z(m—l)ez—i—l, ot p €R

f Remarque :

Si on veut fixer A et p, il faut au moins 2 conditions initiales dans le cadre des
équations d’ordre 2...(a méditer). ..

Avec une seule condition initiale, il se peut que ’on n’obtienne pas une valeur directe
de A ou p, mais plutot une condition reliant A et pu.

m Exemple 11

Résoudre ’équation précédente avec cette fois-ci la condition initiale y(1) = 1 et non
plus y(0) = 1.

On reprend les notations précédentes. Alors

, o1
y(1)=0 < M+pe " +-e'+0e'+1=1

6
1, 4,
< (A+ntge '=0
1
S p=-A— -
p 5

En conclusion, les solutions de (F) avec la condition initiale demandée sont :

1 e 1 g . 1 .
y:z€R— </\7()\+F)(1¢> e " +Fzr"(—i Y4 1((1,‘7 1)e* +1, o AeR
6 5
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¢ Définition
ES PACES VECTORIELS On appelle K-espace vectoriel (ou espace vectoriel sur K) tout ensemble F muni
d’une loi H, et d’une loi - telles que :
e (E,H) est un groupe commutatif :
- loi interne : uBv e E Yu,v € E.
- Commutativité : vBv=vHBu Vu,v € E.
- élément neutre : 1l existe Og € E tel que Og HBu =uB0g=u VYueFE
(donc E est non vide!)
- symétrique : Pour tout u € F, il existe v € E tel que uBHv =0g
, ) - associativité : Pour tous u,v,w € E, uB (vBw) = (vBv)Bw
-1 Structure d'un espace vectoriel e Distributivité / associativité de - :
u - loi externe : Yu e E,a e Kona«a-u € E.
- distributivité de - par rapport ¢ B :Va € K,u,v € E,ona a-(uBv) =a-uBa-v.

1  Généralités

Dans tout ce paragraphe, on se donne K =R ou C. - distributivité de + par rapport a - : Vo, B € K,u € E,ona (a+8) v =a-uBS-wu.
) ; - Associativité : pour tous o, f € Kju € E,on a (aff) -u=a- (8- u).
¢Z7 Définition - Elément neutre : Pour tout u € E,onal-u=u.

Etant donné un ensemble E, on appelle On note (E, B, ) cet espace
) ) *

m Loi interne, toute application £ x £ — FE.
On notera u B v 'image de (u,v) par cette application et l'espace ainsi défini
sera noté (F,H).

m Contre-Exemple(s) :
e N, Q munis des additions et loi externe habituelle (multiplication), ne sont pas des
espaces vectoriels sur R, (ni sur C!) (La loi n’est pas externe.)

w Loi esterne, t01.1te application de K x £ dan§ E'. . e Considérons E = [0, +oo[ muni de la loi B définie par x By = \/zy Va,y € E.
On note X - u 'image de (A, u) par cette application. L’espace ainsi défini sera ~ Loiinterne:Onabienz,yc E = zBy>0,dotzByec E (d&a vu)
noté (E,-). - Element neutre : t By =z < Ty = w &S Vrly—+Vr)=0 &

Vr=0ouy= ﬁ : pas d’élément y commun & tous les z. Il n’y a donc pas d’élément

neutre. (E,H) ne peut donc pas donner lieu & un espace vectoriel.

m Exemples : m Exemple 3
1w Pour E=K", les loi classiques sont | A voir sur la feuille d’exercices
Loi interne: ExE — FE et loi externe: KxE — FE g/ Définition
(u,v) — u+w Nu) = du Les éléments d’un espace vectoriel E sont appelées des vecteurs.
Les éléménts de K sur lequel est construit E sont appelés des scalaires
2m  Avec E = [0;+0c0[ :
Oui Non Théoréme 58
ExE — R Les ensembles suivants sont des espaces vectoriels sur K :
. (z,y) — xy ExE — R
Loi interne 1 s (K7, 4+,)
(z,y) — In(5+zy) ik
@By = /o) = (K[X],+)
RxE — R R x E R - (M”’p(K)v -+, )
Loi externe A\ z) — A=z ()\X ) - \ s (F(I,E),+,-) avec (E, B, o) un K-e.v., I un intervalle et
2 ,T) = Az
(A -z =A"z) f+g: I — K et Af: I — K
x — f(z)Bgx) x — Ae(f(x))
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# Notation :

On écrira souvent "ev" ou "e.v." "espace vectoriel" et K-ev" pour "espace
vectoriel sur K.
Plus généralement, quand il n’y aura pas de doute possible, on pourra dire "espace

vectoriel" au lieu de "K-espace vectoriel".

pour

Propriété 59

Si (E,H,-) est un espace vectoriel, alors :
i m I’élément neutre est unique.
ii m D’élément symétrique est unique.
iii m pour tout u € F, on a 0g =0 - u.

iv m pour tout u € E, le vecteur (—1) - u est le symétrique de wu.

Démonstration :

m Montrons que I’élément neutre est unique :

Soient O et 0’

deux éléments neutres dans E. Alors

Or =
~—

0’; est neutre

0g + 0% — 0’5

Ofg est neutre

m Montrons que 1’élément symétrique est unique :

Soit u € E. Supposons qu’il ait deux symétriques v et w, alors
v=v+0g=v+(v+w)=@wW+u)+tw=0p+w=w

m Montrons que pour tout v € E, on a Og =0 - u
Soit w € E. On a

0O-u=040)-u=0-u+0-u
En ajoutant de chaque coté le symétrique de 0 - u, on obtient 0 -u = 0.
m Montrons que pour tout u € E, le vecteur (—1) - u est le symétrique de u :

Soit w € E. On a
O l-ut+(=1)-u=0-

u=0g

Notation :

A partir de maintenant, on adoptera la notation + en remplacement de H, sauf s’il
peut y avoir confusion.

Notation :

La propriété préc. (iv) légitime la notation —u pour désigner le symétrique de u. On
écrira donc “u — v” a la place de : “u + symétrique de v”.

92

I-2 Sous-espace vectoriel

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. On appelle sous espace vectoriel ("sev") de E
tout sous ensemble F non vide de E tel que (F,+,-) soit un K-espace vectoriel.

[ |
f Deflmtlon

m Exemple 4
| Dans R3 on a vu en premiére année que Vect((1,0,0)) C R? était un sev de R3.

Théoréeme 60 (Caractérisation des sev 1)

Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel. F est un sous espace vectoriel de E si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

im F est non vide

wm FCE.
iiim Yu,v € F, on au+v € F (stabilité de la loi interne)
ivm YAeK,u e F, on alu € F. (stabilité de la loi externe).

Démonstration :

e Si F est un sevde F :

- F C E par définition de F'.

- (F,+,") est en particulier un espace vectoriel, donc iii et iv sont vérifiées.

- F est non vide par définition.

e Supposons que les conditions soient vérifiées, montrons que (F,+,-) est un K-ev.

Loi +

- La loi est bien interne par hypothése.

- associativité : héritée de F.

- commutativité : héritée de E.

- Buistence de ’élément neutre dans I :
siue F,alorsu e FetOg+u=u

Og est neutre pour F', car Og € F et

- Symétrique : Soit v € F. Comme FE est un ev, un symétrique de u est (—
par stabilité de la loi euterne.

Loi - :

- Distributivité /associativité a gauche : héritée de E.

- Element neutre 1 valable sur E donc valable sur F'.
O

1)-ueF
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Les conditions it et iv avec A = 0 dans la propriété précédente donnent en particulier :
Corollaire

Tout sev F d’un espace vectoriel E contient Og. De plus, O = Op.

Démonstration :
0-u e F.0O

par iv

F étant non vide, Il existe u € F. On sait que O =

ppé précédente
4> Remarque :

‘ La condition i) peut étre simplement remplacée par "Og € F." En effet, dans ce cas,
F est bien non vide! D’ou la méthode suivante :

Méthode (Pour déterminer si F' est un sev :)

En pratique, pour vérifier si un sous ensemble F' d’un espace vectoriel E est un sev,
on pourra donc commencer par vérifier que F' C E puis Og € F.

* Si0p ¢ F, alors F' n’est pas un sev.
* SiOg € F, alors on vérifie les conditions de stabilité.

On obtient donc un premier exemple de sous-espace vectoriel, a connaitre :

Proposition 61

Pour tout n € N, K,,[X] est un espace vectoriel sur K (et R).

Démonstration : exercice. [

Théoréme 62 (Caractérisation des sev 2)

Soient (E,+,-) un espace vectoriel. F' est un sous espace vectoriel de E si et seule-
ment si les conditions suivantes sont vérifiées :

im FCFE
vim Og € F
wiom Yu,v € F,\ € K,

(ou alors "F non vide")

Au+veER

Démonstration :
Par le théoréme de caractérisation 1, il suffit de vérifier que la condition iii) est
1- Yu,ve F,onau+veF

équivalente au svstéme des deux conditions { 9 VAEK.ucF onaueckF
- ) U Py C U .

e Supposons que les conditions du TCSEV1 sont vérifiées, alors Vu,v € E, A € K :
Au o 4o
N~
€F par iv

N—_———
€F par it
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e Supposons la condition vérifiée : Vu,v € E, \ € K, Au+veE.
Il suffit de prendre A\ =1
Il suffit de prendre v = 0p. [J

Montrons que la condition 1- est vérifiée :
Montrons que la condition 2- est vérifiée :

? Exercice 1

1. Dans R?, toute droite passant par 'origine est un R- ev.

2. Dans un K-espace vectoriel E, tout ensemble {au | @ € K} ot u € E fixé est un sev
de E. (ex dans R?.)

Solution

1. D est une droite de R? passant par Porigine ssi il existe a,b € R tels que D =
{(z,y) | az + by = 0}. Ainsi, :

o F' C R? qui est un R-ev.

e0cR?carax0+bx0=0.

e Pour tout u = (z,y),v = (2',y') € D, \ € R,on a Au+v = Az + ', \y + %), avec

a(Az +2") + by + 1) = Maz +by) + (ax’ +by') =Ax0+0=0

D’ou, par TCSEV, D est un sev de R

2. On note D un tel ensemble. On a

e D C R? qui est un R-ev.

e 0=0ueD.

e Soient x = au,y = fv € D et X € R. Alors

z+ Ay = (a+AB)u € D.

D’ot, par TCSEV, D est un sev de R?.

Corollaire de ia caractérisation 2 :
pour tout intervalle I, I’ensemble C™(I,R) est un R-ev, ou n € NU {oc}.

Démonstration :

On a C"(I,R) C F(I,R) qui est un R-eV d’élément neutre fy la fonction nulle.

* f() € C”([,R)

* Soient f,g € C"(I,R), A € R. Alors, par résultat de cours, on sait que f + \g est
également dans C™(I,RR). Ainsi, C"(I,R) est bien stable par C-L.

* En conclusion, par TCSEV, C"(I,R) est bien un sev de F(I,R), et c’est donc
bien un R-eV.

O
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Proposition 63

Toute intersection de sous espaces vectoriels d’'un méme K-ev est un K-ev.

Démonstration :
Soit (F});er une famille quelconque de K-sous-espaces vectoriels d’un K-espace vec-
toriel E. Montrons que F' = [ est un K-sev de E. Utilisons la caractérisation des

icl
sev.

e estnonvide : 0g € F; Viel dulg € F.
e Soient A € K et z,y € F'. Ainsi, comme tous les F; sont des sev, par caractérisa-
tion des sev, on a

Au+yeF, Viel
autrement dit
Au+yeF
et donc, toujours par caractérisation des sev, on en déduit que F' est bien un sev
de E. O
f Remarque :

Une intersection de sous espaces vectoriels d'un K-ev E n’est jamais vide, elle contient
au moins toujours {Og}.

11 Famille génératrice, famille libre et base

(rappel : on considére toujours K = R ou C.) On dira également "espace vectoriel" pour
"K-espace vectoriel" tout le long du reste du chapitre.

H-l S.e.v. engendré (Vect) et famille génératrice
Définition
Soit E un K-ev et a1,...,a, € E. On dit que v € E est combinaison linéaire de
ai,...,a, s’il existe A1, ..., A\ € K tels que

Vv=MAay+ ...+ A\a,

m Exemple 5

241
alors v = |2t —1
-2 0

1 —1
Pour E=C3eta; = | i |,

-1
linéaire de ay,as car v = 2a; — as.

est combinaison

o4

¢ Définition
Soit E un K-ev et A = {ay,...,a,} C E une famille finie de E. On note Vect(A)
I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires possibles entre les éléments de A :

Vect(A) = {anar + ...+ apar |, eKVi=1,...,7}

m Exemples :
6 m  Dans C?, on pose A = {(1,0,0),(0,1,0)}. Vect(A) = {(x,y,0)|z,y € C}.
7 m  Dans R[X], on pose A = {1, X}. Vect(A4) =R, [X].

Ci-dessous une propriété immeédiate de contenu trés utile!

Propriété 64

Dans les conditions de la définition précédente, on a :

im AC Vect(A) (i.e. Vect(A) contient tous les éléments de A);
ii m Vect(A) est un K sous-espace vectoriel de E ;

iii m Vect(A) est "le plus petit K-sous espace vectoriel de E contenant A", au
sens ou :

si A C F ou F est un K-sev de E, alors Vect(A) C F

Démonstration :

i) a; = a1 + ... apa, € Vect(A) avec a; = 0 pour tout j sauf j =i ot a; = 1.
ii) exercice

iii) Soit u € Vect(A). Alors il existe aq, o, € K tels que u = aja; + ... a,a,.

Or, F est un K-ev. Ainsi, comme aq,...,a, € F, et que aq,a, € K, on a de fait
ara] +...opa, € F. Dol v € F et donc au final
0 Vect(A) C I

m Exemple 8
Dans R?, on pose 4 = {(1,1,0),(2,0,0)}.

Vect(4) = {(z,y,0)|z,y € R} :
en effet, si on pose F' = {(x,y,0)|x,y € R}, on a clairement A C F', donc Vect(A) C F.

On connait déja la notion de dimension dans R?, on peut alors justifier ensuite que
dim A = dim F', donc on a bien Vect(A4) = F.
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m Exemple 9
Dans R[X], on pose A = {X, X — 1}

Vect(A) = Ry[X] :
De méme que tout a I’heure, on a clairement A C F et donc Vect(A) C F. Des argu-
ments de dimension pourront également plus tard justifier ’égalité. En revanche, si on

veut prouver ceci maintenant, il faut justifier différemment, en montrant que F C A :
Ainsi, si P € Ry[X], il existe a,b € R tels que

P=a+bX =—-a(X —-1)+aX +bX =—a(X — 1)+ (a+ b)X € Vect(A)

c’est fini!

De la propriété de tout a l’heure, on tire maintenant le vocabulaire suivant :

Définition
Soit F un K-ev et A = {as,...,a,} C F une famille finie de E. On appelle Vect(A)

le K sous-espace vectoriel de E engendré par A et on dit que A est une famille
génératrice de F.

m Exemples :
10 m  Dans R?, une famille génératrice de F' = {(z,y, 2)|z — y + 2z = 0} est
(1,1,0),(-2,0,1) :

(r,y,2) € F & x—y+22=0 & x=y—2z < (v,y,2) =y(1,1,0) + 2(—2,0,1)

11 m La famille {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) est génératrice de R?, car

Vect ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) = {z(1,0,0)+y(0,1,0) + 2(0,0,1) | z,y, z € R}
= {@v.2) | zyz R} =R

12 m  La famille {1, X, X?} est de méme génératrice de Ro[X].
13 m  Une famille génératrice de {P € Co[X] | P(0) = 0} est X, X? car

{P € Cy[X] | P(0) =0} = {X(aX +D) | a,be C}={aX*+bX) | a,bec C} = Vect(X, X?)

m  Contre-Exemple(s) :
Il n’y a pas de famille génératrice finie pour K[X].
En effet, (par ’absurde) : supposons qu’il y en ait une, notée ici F.

Soit N = max{deg P | P € F}. Alors F C Ky[X] et donc K[X] = Vect(F) C K,[X],
ce qui est absurde.

II-2  Famille libre
[ |

Définition
e Soit (z;)1<i<n une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E. On dit que la
famille est libre (ou que les vecteurs sont linéairements indépendants) si

Yag,...,a, €R, ax1+...+apr, =0 a;=...=qa, =0

e Une famille (z;)1<i<n non libre est dite lice.

Autrement dit : Une famille est libre, si on ne peut pas exprimer les vecteurs les uns en

fonction des autres. S’il existe un (ou plusieurs) vecteur(s) qui peut s’écrire en fonction
des autres, alors elle est trivialement liée.

m Exemple 14

Si A = {ai,...a,} est une famille finie de E et que v € Vect(A), alors la famille
{a1,...a,,v} est lice.

m Exemple 15

Dans R?, le schéma ci-contre représente trois vecteurs liés
car

w=u+v, i.e.u+v—w=0.

En revanche, les vecteurs u, v sont libres (ainsi que les vec-
teurs u, w ou les vecteurs v, w. a méditer. . .)

CONFUSION

Il existe toujours ag,...,a, € R tels que a1 + ... + apx, = 0.
(il suffit en effet de prendre tous les a;; = 0.)

Ce n’est pas ¢a qu’il faut vérifier et ceci est une erreur fréquemment commise !

Donc en pratique, le sens < est évident. Le seul sens & vérifier est =, c’est-a-dire :
"Soient aq,...,a, € R, tels que ayz1 + ...+ a,x, =0. Montrons que a; = .. =, =07

? Exercice 2

Eévisions) Dans C3, montrer que {(1,3,—1),(2,1,4),(1,0,0)} est une famille libre.

95
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Solution

On note F = {u,v,w} la famille en question (dans 'odre énoncé). Soient a,c,b € C tels
que au +bv+cw =0. On a :

a+2b+c¢c=0
au+bv+cw=0<3a+b=0 S...&ea=b=c=0
—a+1b=0
Ainsi, la famille est libre.

On note par ailleurs que d’aprés le cours de premiére année, on peut également démontrer
la liberté par 'argument suivant : "(u, v, w) est libre équivaut & montrer que le rang de la

1 2 1
matrice [ 3 1 0] vaut 3".
-1 7 O
L
m Exemple 16

Montrer que la famille {f : z — 2,9: 2~ e, h:x— 1+ cosz} C C>®(] — 1,+00])
est une famille libre.

Soient a, 5,7 € R tels que

af+Pg+vh=0 (%)

On a
(x) & Ve>-1, af(x)+ Bg(x)+vyh(x) =0
& Voe>-1, az+pfe " +v(1+cosz)=0
Avec x = 0, on obtient 8 4+« = 0. On propose ensuite de dériver I'expression :

a—fBe” " —vsinz =0

et donc, en x = 0 la aussi, on a o — § = 0. Finalement, on propose de passer & la limite
en 400 sur la dérivée et on trouve que, si v # 0, on arrive a

a—ysine —— 0

n—+oo

ce qui est impossible car sin diverge, sauf dans le cas ou v = 0.
Au final , on obtient le systéme

B+~v=0
a—p=0y=0

Ce qui aprés une trés rapide résolution donne la seule possibilité a« = g =~ = 0.

o6

? Exercice 3
’zévisions)

1. Montrer que dans un espace vectoriel, deux vecteurs sont linéairement indépendants
ssi ils sont non colinéaires.

2. Montrer que dans K3, les vecteurs (1,1,1),(0,6,5) et (—2,4,3) ne sont pas linéai-
rement indépendants.*

Solution

1. Notons u, v deux vecteurs.

e Supposons qu'ils soient colinéaires. Dans ce cas, il existe A € K tel que u = Av (ou
v = Au), auquel cas on a 1 X u+ (—A)v = 0, (ou 1 X v + (—A)u = 0). Dans les deux
cas, a = b = 0 n’est pas la seule solution a I’équation au 4+ bv = 0. Ils ne sont donc pas
linéairement indépendants.

e Supposons maintenant qu’ils ne soient pas linéairement indépendants. Il existe donc a, b

non tous deux nuls tels que au + bv = 0. Si a # 0, on a alors u = —gv. Sib#0,ona
v = —Fu. Dans les deux cas, u et v sont bien colinéaires !
1 0 —2
2. On peut tout simplement vérifier que rg (1 6 4 < 3 ou alors montrer que le
1 5 3

systéme au + bv + cw = 0 (o u, v, w sont les trois vecteurs considérés) admet au moins
une liste de solution (a, b, ¢) non nulle.

L

? Exercice 4

’—Vériﬁer que dans F (R, R), les fonctions f : z +— cos?(z), g : @ — cos(2x), h : & — 1 ne
sont pas linéairement indépendantes.

Solution
On utilise directement les formules de trigonométrie. En effet, on a
Ve € R, cos(2z) = cos’(z) — sin®(z) = cos®(x) — (1 — cos’(z)) = 2cos”(z) — 1

ie.
g=2f—h

La famille n’est donc pas libre.

? Exercice 5

@n note I =]1,+oo[. Montrer que les fonctions f : z — arctan
h:xz+— 1 dans F(I,R) ne sont pas linéairement indépendantes.

=

a0 92T arctan z,
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Comme deg P11 = N, il est nécessaire que \,;1 = 0, sinon on aboutit a une

. contradiction sur les degrés. D’ou de plus
Solution

MPL+ . 4+ P, =0

La relation ne saute pas forcément aux yaux! Il faut aller chercher les coefficients ! Pour ce

faire, on pose @, 8,7 € R tels que Or la famille Py, ..., P, est libre par hypothése de récurrence, d’ou
af +Bg+~vh=0
)\] :---:)\’n :)\n+l :0
Evalué en = 0 et x = 1, on obtient le systéme i
On en conclut donc la liberté de la famille P, ..., P,4.

Ta+y=0 u

T6+7=0
qui admet une infinité de solutions («, 3,7) € Vect(l, 1, fg)). Une relation possible est I1-3 Base
donc peut-étre f + g — 7h = 0, mais ceci n’est pas démontré pour tout z. Il faut encore le
vérifier ! .
L’étape suivante consiste alors a valider ’égalité pour tout z € R. Pour ce faire, on peut I1.3-a) Définition
par exemple procéder de la maniére suivante ici : -
e On montre que la fonction est constante en montrant que la fonction f + g — 7 h est de Wv Définition

Soit E' un K-espace et (2;)1<icn une famille de vecteurs de E. Si elle est libre et
génératrice de F, on dit que c’est une base de E.

e Il existe alors une constante c telle que f+g— 7h = c. En évaluant en z = 0, on a 0 = c.

dérivée nulle (faire le calcul.) ‘
D’oii la relation démontrée

f+g—Th=0
L Propriété 66
) B Base canonique de K" : B = {(1,0,0,...),(0,1,0,...),...,(...0,0,1)} est une
PI’OpI’Iété 65 base du K-ev K”.
B Base canonique de K, [X] : B={1,X,..., X"} est une base du K-ev K, [X].
Toute famille de polynémes non nuls de degrés deux a deux distincts est libre.

Démonstration :

Démonstration : o ) . )

farmi Dans chaque cas, on a trivialement que les B sont des familles génératrices respec-
1\.1011t10115 par récurrence sur le nombre n de polynémes de K[X] que la famille est tives de K™ et K, [X].
libre. B Dans le cas de K", on montre que la famille est libre avec les techniques habi-
° Initialisation : Soit n = 1. P; est un polynome non nul. La famille {P;} est tuelles.
donc libre. B Dans le cas de K,,[X], on sait d’aprés le cours sur les polynomes que la famille
° Hérédite : Supposons la propriété vraie pour n € N* et montrons qu’elle est est libre car il s’agit d’une famille de polyndémes non nuls de degrés deux a deux
vraie pour n + 1. Soient Pi,..., P41 des polynomes non nuls de degrés deux a distincts. [J

deux distincts. Quitte & renommer, on peut supposer que
deg Py < ... <degP, 41
Soient A1, ..., A\p11 € K tels que
MPL+ oo+ A1 Py =0
On note N le degré de P,41. On a

an+1Pn+1 (X) = — ()\1P1 + e + )\nPn)

de degré < N
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? Exercice 6
’Zévisions) Montrer que B = {(1,3,—1),(2,1,4), (1,0,0)} est une base de C3.
Solution
On a déja montré lors d’un exercice précédent que la famille était libre. Le cours de premiére
année nous dit alors que si une famille libre de C? est de cardinal dim C® = 3, alors c’est
une base. C’est bien le cas ici. La famille est donc bien une base de C*. (On peut également
démontrer le caractére générateur de la famille, mais c’est beaucoup plus long. . .)
L
m Exemple 17
Montrons que la famille 7 = (1 + X, 2) est une base de R [X].
On a tout d’abord F C Ri[X] une famille de polynémes de degrés 2 & deux distincts,
donc libre.
Montrons ensuite que F est une famille génératrice de R1[X], i.e. Ri[X] = Vect(F).
On pose P = aX + b € R1[X] un polynéme quelconque. F est génératrice ss’il existe
a,B €Rtels que P=a(l+X)+ 8 x2.
Or,
P=a(l+X)+8x2 & aX+b=a+20+aX
a+28=0b . B=1(b-a)
a=a a=a
Etant donné qu’il existe bien une solution & I’équation, la famille est bien génératrice.
(Plus tard, on verra de plus que le fait que la solution est unique assure également la
liberté de la famille en méme temps!)
En conclusion, la famille étant libre et génératrice de R1[X], c’est une base de R1[X].
f Remarque :

Dans certains espaces, on ne peut pas trouver de famille finie vérifiant les propriétés
libres et génératrices. (Par exemple, pour K[X] et F(R;R).) (démontré pour K[X]
et en conséquence pour F(R;R).)

I1.3-b) Existence d’'une base : extraction d’une famille génératrice

Théoréme 67

Démonstration : admise. [

Commentaires :

Ce théoréeme dit essentiellement que si un espace vectoriel admet au moins une fa-
mille génératrice finie, alors il admet également une base, c’est-a-dire ici une famille
libre et génératrice que l’'on peut extraire de la famille génératrice "de départ”.

m Exemple 18

Soit A = {uy,us,us} C R? tels que uy = (1,0,2), ug = (1,1,1) et ug = (0,—1,1).
On considére F' = Vect(A). Alors A est génératrice finie de F. On peut en extraire
une base de F.

On sait que la famille A n’est pas libre et on a

U3 = Uy — U2

Ainsi, (u1,us) est encore génératrice de F'. Or, ce sont deux vecteurs non colinéaires,
donc ils sont libres. On a donc la famille

B ={uj,us} C A

qui est génératrice de F et libre. C’est bien une base de F' extraite de A.

Commentaires :

La technique est donc de retirer des éléments un par un en faisant attention o ce
que la famille soit encore génératrice a chaque fois jusqu’a l’obtention d’une famille
libre. Dans certains cas, un raisonnement par dimension pourra également étre utile
et accélérer un peu les choses. (cf p. 60)

11 Dimension, rang et recherche de base

III-1  Dimension
[ |

Théoréme 68

Si un espace vectoriel admet une base de cardinal n, alors toutes les bases de E
sont de cardinal n.

Dans un espace vectoriel E, de toute éventuelle famille génératrice A finie non vide,
on peut extraire une base de F = Vect(A).

Démonstration :

Soient B et B’ deux bases de E. Supposons qu’elles soient de cardinal différent.
Quitte a les échanger, on peut supposer que card B’ < card B. La base B’ est donc
en particulier une famille libre dans I’espace Vect(B). On va montrer que ceci n’est
pas possible, ce qui imposera card B’ = card B.

e Montrons par récurrence sur p que "toute famille de p + 1 éléments de
F, = Vect(uq, . ..,up) est forcément liée dans E".

— Espaces vectoriels —



* Initialisation : Sip =1 :

Soit G = {¢1,92} une famille de F},, = Vect(u). Alors il existe a, f € K tels que
g1 = au et go = Pu.

Sia=p=0,alors g3 = go = 0, la famille G est donc liée.

Sinon, 'un des deux au moins est non nul et de plus on a cliarement

age — Bgr = af(u—u)=0

La famille G est donc bien liée.

* Herédité : Supposons que la propriété est vraie pour p € N. :

Soit G = {g1,...,gp+2} une famille de F,41 = Vect(u,...,up+1). I existe alors
A, A2 € R, vy, ovpy € F = Vect(uq, ..., up) tels que

g1 = MUpt1 +v1

Ip+1 = Apr1lpt1  +Upta

gp+2 = Aptalptr  TUpyo
Si A1 = ... = Apy1 = Apyo = 0, alors G est une famille de F,. En consé-
quence, par hypothése de récurrence, {gi1,...,g,+1} est liée, et donc, la famille

G={g1,...,gp+2} est lice.

Sinon, il existe un A non nul. Quitte & renommer la famille, on peu supposer que
c’est A\pyo. En rééerivant la derniére ligne du systéme ci-dessus, on peut donc ex-
primer wu,11 en fonction de g,y2 et de F, de la maniére suivante :

Up+1 = v Gp+2 — Up42
P Apt2 P P

On réinjecte dans le systéme :

1
g1 = M I+ —Vpy2 + U1
p+2
1
Ip+1 = Ap—‘,—l )\79[)-4—2 —Up+2 + Up+1
p+2
1
Up+1 = Eg[H»Q —Up+2
P
. A1 A1
On en déduit que g1 — Egp+2 ey Opt1 — ﬁgp+2 € I},. Par hypothése de
p P
récurrence, ces ¢léments sont liés, c’est-a-dire qu’il existe «;,...,apy1 non tous
nuls tels que
A1 A
p+1
aq <g1 - /\79p+2> + .o (gp+'1 - )\79;#2) =0
p+2 p+2
Autrement dit,
A1 Apt
p+1
Q191+ .. pyigpr1 + (—oi—— =y~ )gpr2 =0
A A
p+2 p+2

La famille G est donc bien liée.
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e On note n = card B. On vient donc de montrer que toute famille de cardinal
n 4+ 1 est liée. La famille B’ est de cardinal supérieur ou égal a n + 1. Elle contient
donc une famille de cardinal n + 1 qui sera liée. En conclusion, B’ est liée, ce qui
est contradictoire. [

# Définition

Un espace vectoriel E est dit de dimension n s’il admet une base de cardinal n. On
note dim £ = n.

On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie s’il existe un entier n € N tel
que dim F = n.

m Exemples :
19 m K" est de dimension n, une base est la base canonique

(1,0,...,0), (0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)
20 m K, [X] est de dimension n + 1. Une base est la base canonique 1, X, ..., X"

Corollaire

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Alors :
1 m Toute famille libre admet au plus n éléments.
i m Toute famille génératrice admet au moins n éléments.
i m Une famille libre de n éléments est une base.

v m Une famille génératrice de n éléments est une base.

Démonstration :

i) : Cest ce qui a été fait dans la démonstration du théoréme précédent.

ii) : S’il existe une famille génératrice avec r < n éléments, alors on peut en extraire
une base de cardinal s < r et donc s < n, ce qui est impossible.

iii) : On note F une famille libre & n éléments non génératrice. Alors il existe v € F
tel que v & Vect(F). Ainsi, la famille U {v} est une famille libre contenant n + 1
élément, ce qui contredit i.)

iv) On note F une famille génératrice a n éléments. Si elle n’est pas libre, alors on
peut retirer un élément v de maniére a ce qu’elle reste encore génératrice. On peut
ensuite extraire une base de la famille F {v} qui sera donc de cardinal <n—1 < n,
ce qui est contradictoire. []

Dit autrement :

im Si F admet une famille libre de cardinal p, alors dim F > p.
ii m Si E admet une famille génératrice de cardinal p, alors dim F < p.
iii m Si £ admet une famille libre de cardinal p qui n’est pas génératrice, alors dim £ > p.

iv m Si F admet une famille génératrice de cardinal p qui n’est pas libre, alors dim E < p.

Voici un exemple d’utilisation de ces propriétés dans le cadre de la recherche d’une base
par extraction d’une famille libre déja vu autrement :
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m Exemple 21
Soit E = R3[X]. Alors la famille F = {2, 3+ X, X2 —1, X3+2X —4} est une base
de E :
En effet, la famille étant une famille de polynémes non nuls de degrés 2 a 2 distincts,

elle est donc libre.

De plus,
card F = 4 = dim R3[X].

Ainsi, les deux arguments réunions font que c’est bien une base de R3 [X]

Ces résultats peuvent nous servir également & une justification lors de lextraction d’une
base. Par exemple :

m Exemple 22

Soit A = {uy,us,u3} C R? tels que u; = (1,0,2), ug = (1,1,1) et ug = (0, —1,1).
On considére F' = Vect(A). Alors A est génératrice finie de F' par définition. On
peut en extraire une base de F'.

A contient deux vecteurs non colinéaires uy et ug. Ainsi, (d’apreés 7))

dimF > 2
De plus, on peut montrer que A n’est pas libre (mais génératrice), donc (Ppé iv))
dim Vect(A4) < card(A) = 3

Ainsi :

dim Vect(A4) = 2
Or, B = {u1,uz} est une famille libre de cardinal 2 = dim Vect(A), c’est donc une
base de F' extraite de A. (ii7))

Proposition 69

Soit F' un sous espace vectoriel d’'un ev E de dimension finie n. Alors, F' est de

dimension finie et
dim F < dim FE.

Démonstration :

Soit B une base de F'. Alors B C FE et c¢’est donc une famille libre de E. Ainsi,
dim F > card (B) = dim F. [

Corollaire

Si F et G sont deuxr sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, alors
F=G <+— (FCG et dimF}dimG)
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m Exemple 23
Dans R[X], on pose A = {X, X — 1}. Vect(4) =Ry [X] :

On a trivialement A C F' = Vect(A) C F. Maintenant, comme X, X — 1 sont non
colinéaires, ils sont libres et donc

dimA > 2 =dimF, Ainsi, F' = A.

II=-2 Rang d'une famille

# Définition
On appelle rang d’une famille A la dimension de 1’espace vectoriel qu’elle engendre.
On note rg(A).

m Exemples :

|24- rg{l,2X +1} =2
25w rg{(1,1,0),(3,3,0)} =1
4D Remarque :

| Les propriétés de la partie précédente nous permettent de dire que :

Propriété 70

imrg(as,...,ap) <p.

ii m rg(a1,...,ap) < p ssila famille {a1,...,a,} n’est pas libre.
iii m rg(a,...,ap) = p ssila famille {a1,...,a,} est libre.
ivm rg(ai,...,ap) = p ssila famille {a1,...,a,} est une base.

Démonstration :

i) : issue du i) du Corollaire p.59

ii) : Si la famille A = {a1,...,a,} est libre,
Vect(A), donc

alors elle est libre et génératrice de

rg(A) = dim Vect(A) = p

Ainsi, on obtient

rg(ai,...,ap) <p = lafamille {a1,...,a,} n’est pas libre.
Sila famille A = {a1,...,a,} ,n’est pas libre, alors c’est la propriété iv) du Corol-
laire p.59 qui nous dit que
rg(ai,...,ap) = dim Vect(A4) < p

iii) : conséquence directe de ) et 1)
iv) : La famille (aq,...,a, est nécessairement génératrice de Vect(A). Cest donc
une conséquence immeédiate de ii). O]
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H=-3 Théoréme de la base incompléte

Théoréeme 71 de la base incompléte

Supposons que E est un K-ev dans il existe une famille génératrice finie. Alors,
toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.

Démonstration : admise. []
m Exemple 26
1 0
Dans R3, on veut compléter £ = 0], 1 en une base R3.
0 -1

) . - . . 3 . .
On connait une famille génératrice de R” qui est la base canonique :

1 0 0
g=<1o]|,[1],|0]}
0 0 1

ainsi que la dimension de R?® : dimR?® = 3, ce qui va nous simplifier la tache!

On va donc compléter la famille £ par des éléments de G en veillant & garder une famille
libre jusqu’a obtenir une famille génératrice. Ici, connaissant la dimension, on va donc
compléter jusqu’a obtention d’une famille libre de cardinal 3.

Par exemple, on constate que

1 0 0
o, 1],[1
0 ~1 0

est une famille libre de cardinal 3 dans R?, c’est donc une base de R>.

m Exemple 27
On souhaite compléter la famille £ = (3,1 + X, X 4+ X?) en une base de Ry[X].

Pour commencer, £ est libre par famille de polynémes non nuls de degrés 2 & 2 distincts.
L’espace vectoriel E = R4[X] de dimension 5 admet comme famille génératrice G =
(1, X, X% X3 X* X5).

On peut donc avec les mémes arguments que tout a I’heure la compléter en une base de

R4[X] :

=(3,1+X, X+ X% X3 Xx* X°
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v Coordonnées

I\:l Unicité de la décomposition dans une base

Théoréme 72 de décomposition dans une base

Soit E un espace vectoriel.
La famille B = (e1,...,e,) d’éléments de E est une base de E si et seulement si,
pour tout vecteur u € E, il existe une unique décomposition u = a1e1+. ..+ aye,.

Démonstration :

e Supposons que B = (e1,...,e,) est une base de E. Supposons qu'il existe
un élément u € E ayant deux décompositions v = aje; + ... + aye, et u =
/ /
e+ ...+ agep.
Ainsi, en soustrayant les deux égalités, on obtient
!/ /

(a1 —aj)er + ...+ (ay, — a)))e, =0

La famille (eq,...,e,) étant libre, on obtient par définition
/ /
o —o)=...=qa, —a, =0

e Supposons que toute décomposition est unique. Montrons que la famille est libre :

Supposons qu’il existe ay, ..., a, € K tel que

are1 + ...+ aue, =08
Par unicité de la décomposition, comme O = Oeq + ... + Oe,, on obtient
=a, =0

Q1 = ...

O

? Exercice 7

D’aprés I’exercice précédent, on sait que B = {(1,3,—1),(2,1,4), (1,0,0)} est une base
de C3. Déterminer 1'unique décomposition de (0,4, —1 + ) dans cette base B.

Solution

A vue, on constate que (1,3,—1)+(2,1,i) —3(1,0,0) = (0,4, —1 + 1)
—_——— —— ——

uq w9 us3
D’ou
(0,4,714*7;) = uj + uz — 3us

On sait que c’est la seule décomposition possible car B est une base.
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? Exercice 8

’K/Iontrer que la famille de polynomes {3 + X, X, X? + 1} est une base de Ky[X] et
déterminer I'unique décomposition de 1 dans 1 + X — 2X? dans cette base.

Soient P = a + bX + ¢X? un polynéme quelconque de Ro[X] et «, 8,7 € K. Alors

P=a(3+X)+B8X +~(1+X?) o P=Ba+7v) +(a+p)X +~X?
par 1dentification

a =30+

& b=a+p &
c="
a=3(a—c)

& B=1(a—c)—b
Y= E

Il existe donc une seule et unique solution & la décomposition de P pour tout P. La famille
{3+ X, X, X2 4 1} est donc une base de Ko[X].

De plus, la décomposition de 1 + X — 2X? est obtenue directement avec les coefficients
a=b=1, ¢c= —2 ci-dessus :

1+X-2X>=1-3+X)—-0-X—-2-(X*+1)

L

f Remarque :

}

Si la famille {e1,...,e,} n'est pas libre, la décomposition n’est pas unique. (cf.
exemple ci-dessous.)

m Exemple 28

Supposons que e; = (1,0,2), e = (1,1,1) et e3 = (0,—1,1). La famille n’est pas
libre car

€3 =¢€1 — €2
On a alors par exemple

€1 +es+e3 = (2,0,4) = 2e1 + Oeg + Oeg
La décomposition n’est donc pas unique.

Remarque :

Si la famille {e1,...,e,} n’est pas génératrice de l'espace E, la décomposition de
x € E n’est pas toujours possible. (¢f. exemple ci-dessous.)
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m Exemple 29

Supposons que e; = (1,0,2), e = (1,1,1). La famille n’est pas génératrice de
R3. (Elle est de cardinal 2 < 3; c¢f. fin du cours.).
Le vecteur z = (1,0,0) ne se décompose pas grace a e; et es.

En effet, supposons qu’une décomposition existe :

(1,0,0) = o(1,0,2) + B(1,1,1)

Alors, par unicité des coefficients d’un vecteur de R”,

l=a+p
0=p
0=2a+p

Ce qui donne 1 = a = 0. C’est absurde. La décomposition n’existe donc pas.

I\:z Notion de coordonnées

4 Notation :

Si E est un espace vectoriel admettant une base B = (eq, ..., e,), tout vecteur u € E
admet une unique décomposition dans la base B : u = aje; + ...+ anén.

Pour des raisons de lourdeur d’écriture, on préfére généralement se débarrasser des
notations eq,...,e,. On écrit alors a la place :

u = (al,...,an)g

m Exemples :
30 m  Dans R3, on note B = ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)) (base de R?), alors
(2,1, -1 =2-(1,1,0)+1-(0,1,1) — 1+ (1,0,1) = (1,3,0)
31 m  Dans Ry[X], on note B = (1, X, X?) et B = (1, X —1, X?) deux bases de R3[X].

(2,-3,2)5=2-3X+2X?=-1-1-3- (X -1)+2-X?=(-1,-3,2)n

Commentaires :

Ceci ameéne également a la définition suivante, qui nous permet de nous ramener a
K™ et qui nous sera bien utile dans les futures formules matricielles :

gf Définition

On appelle (aq,...
B= ((:’1, 500

, ) les coordonnées de u = aje; + ... + ape, dans la base
,€r) €t on note
a1

MB(U) = e K"

Qnp

le vecteur associé, nommé vecteur coordonnées de u dans B
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# Notation : m Exemple 34

Dans le méme cadre, il arrive souvent de voir également le vect 01(11" en ligne : Dans Ro[X], on considére les bases
1
Mg(u) = (ai,...,0p) aulieude Mp(u)=| : B=(1,X,X?) e B = (\1//,&:_1/,(X—1)(X—2))
on ol on a alors “ e €3
NEANMOINS Mp(e}) = (1,0,0), Mg(ey) = (—1,1,0), Mgz(e) = (2,-3,1)

> seule I’écriture en colonne sera utilisée dans les calculs matriciels & venir.

On se pose la question suivante :
Ayant les coordonnées d’un vecteur u dans I'une des deux bases, comment

f Remarque : trouver les coordonnées de u dans ’autre ?
M, € K" et u € E. Général t, (sauf si E = K" et B est la bas o- . "
.B(u) o énéralement, (sauf si b aue B est fa base can IV.3-a) Si on a les coordonnées de u dans B’ et on veut Mg(u)
nique), on a donc
Mp(u) #u ie.onawu=pue] +...+ uyel, et on cherche u = A\jeg + ...+ Aey :

Ce sont donc deux objets différents a différencier avec précaution dans les calculs.

Méthode n°1 : On développe :

m Exemples : On connait Mp (u) = (p1, ..., fin). Alors
3 _ 3 :

32w Dans K”, on note B = ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)) (base de K*), alors si u = /“6/1 + ...+ ,une;l = 41 (expression de €} en fonction des ¢;) + . ..

Mp(u) = (2,1,-1) m Exemple 35

B B Dans les mémes bases que dans ’exemple précédent, on cherche les coordonnées du

on a u=2-(1,1,0)+1-(0,1,1) ~1-(1,0,1) = (1,3,0) polynome T tel que Mg/ (T) = (2,0,1) dans la base canonique B, c’est-a-dire les

On voit bien que coefficients «, 3,7 tels que

u# Ms(u) T = ey + Ber +ves = a + BX +~X2
33 m  Dans Ry[X], on note B = (1, X, X?) et B = (1, X —1, X?) deux bases de R3[X]. On a
i Mp(u) = (2,-3,2) T=24+0-(X-1)+1- (X -1)(X-2)=2+(X?-3X +2)=X?-3X +4
wlors W=2-3X4+2X2=-1-1-3- (X —1)+2- X2 Dot
Mp(T) = (4,-3,1)
d’ont

Mp(u) = (-1,-3,2)
La encore, u # Mg(u), u # Mg (u) et en toute logique Mg(u) # Mp (u).

Méthode n°2 : Calcul matriciel

On écrit la matrice composée de I’ensemble des coordonnées de B’ dans B :

el ... el

e a .«
IV-3  Changement de base / o -
On se donne deux bases B = (e1,...,e,) et B’ = (ef,... e}, ) et on suppose ici que I'on €n \%n,1 ... Onpn

dispose des coordonnées des vecteurs de B’ dans B, c¢’est-a-dire

MB(e;c) = (al,ka .. -7an7k) Vk = 17 P 7’I’L
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m Exemple 36
Dans Ry[X], on note encore B la base canonique B = (1, X, X?) et :

B'=(1,X-1(X-1)(X-2)). alors Mg(B') = xlo 1 —s

Toujours avec Mp/(T) = (2,0,1), on a T = 2¢e} + 0e}, + les. Matriciellement, ceci

Démonstration :
Réécrire 'exemple ci-dessus avec des valeurs générales! L’inversibilité sera justifiée

a la fin du chapitre. [J

m Exemple 37
Si B = {(1,0,2), (0,1,1), (1,—1,0)} et u=(—1,0,1)p, alors les coordonnées de u

dans la base canonique sont :
1 -1 0

0

1 -1 0 |]=1|-1
1 0 1 -2
ie. u=(0,—-1,-2).

IV.3-b) Si on a les coordonnées de u dans 55 et on veut Mg (u)

ie.onawu=MAe;+...+ A\,e, et on cherche u = pye] + ...+ pnel, :

m Exemple 38
: _ 2 R _ _ _
Dans R3[X], avec toujours B= (1, X, X?) et : B/ = (1 , X -1, (X —1)(X —2)),
e ey el
on cherche les coordonnées du polynéme T' = X2 —3X 44 dans la base B/, c’est-a-dire
les coefficients «, 3,y tels que

T =ae) +fBe) +yes =a+ (X —1)+v(X - 1)(X —2)

donne
MB(T) = 2MB(GI1) + OMB(ez) + 1MB(€
1 -1 2 1 -1 2 2 4
= 2|10|+01 1 |+1]-3|]=10 1 =3 0] =1(-3
0 0 1 0 O 1 1 1
Mp(B') My (T)
On observe alors ci-dessus ici pour résumer que :
Mgp(T) = Mp(B')Mp/(T)
Ce principe se généralise en fait a tous les cas possibles :
¢ Définition
Etant données deux bases B = (e1,...,e,) et B’ = (e},...,el,) telles que
e;:(al,k,...,amk)g Vk‘:l,...,n
on note el ... e,
€1 [O1,1 Lo 01
Pgp = Mp(B') =
en \On,1 ... Qpn
qu’on appelle matrice de passage de la base B a la base B'.

Méthode n°1 : Par résolution de systéme

Théoreme 73 (Formule de changement de base)

Etant donné un espace vectoriel E et deuz bases B et B/, pour tout u € E, on a

MB(’LL) = MB(B/)MB/ (u)

avec Mg(B') inversible.

On développe l'expression de droite, et on résoud les équations obtenues pour trouver
les coefficients u;.

m Exemple 39

Dans I’exemple précédent, on a
X2 -3X +4=(a—B+27)+X(B—3y) +X?

La famille (1, X, X?) étant libre, il y a unicité des coefficients et on peut identifier :

1 = a =2
-3 =p-3y < résolution... < (B =0
4 =a—-pF+2y v =1

Méthode n°1 : Par inversion de matrice

On a vu tout a Uheure que Mg(u) = Mp(B")Mp (u). Alors

Mp/(u) = Mp(B') ™" Mp(u)
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En effet, si on note P = Mp(B’), comme elle est inversible, en multipliant & gauche par
P~1 Pégalité Mg(u) = PMp: (u), on obtient ce qui est dit dans la méthode.

m Exemple 40
On considére la base de Ry[X] : B/ = (1,X — 1,(X — 1)(X — 2)). On cherche les
coordonnées du polynéme X2 — 3X + 4 dans cette base.

! v
€1 €n

1 /1 -1 2 11 1
On pose P = X (0 1 3) P est inversible avec P~ = (0 1 3) ,
2

0 0 1 0 0 1

alors les coordonnées de X2 — 3X + 4 dans la base B’ sont :
4 1 1 1 4 2
Mg(T)=P " | -3]=(0 1 3|[-3]=]0
1 0 0 1 1 1

IV.3-c) Propriétés des matrices de passage
Pour commencer, on peut remarquer que les passages de bases s’enchainent telle une
relation de Chasles (ceci sera ssimplement dans le cadre des applications linéaires) :

Proposition 74

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, avec I5,C, D trois bases de E. Alors

Mp(C)Mc(D) = Mp(D)

Démonstration : admise. [

Commentaires :
| En bref : passer de B a C puis de C a D revient a passer de B a D.

Corollaire

Etant donné un espace vectoriel E et deur bases B et B, la matrice de passage
Mpg(B') est inversible et on a

M(B))~™" = My (B)

Démonstration :
D’apres la proposition, on a Mg(B') Mg/ (B) = Mg(B) = Id (4 méditer!)
De méme, Mp/ (B)Mg(B') = Mp/(B') = Id. CQFD O
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m Exemple 2

INTEGRALE GENERALISEE 5
Calculer xcosxdx
0
On pose les deux fonctions u,v € C*([0, Z]) telles que
4 Notation : wz) =z () =1
= Alors v'(x) =cosx w(z)=sinz
Pour a,b € R, dans ce cours, la notation |a,b| désignera un intervalle d’extrémi- Alors,
tés a,b qui peut étre soit ouvert, soit fermé, soit semi ouvert selon les besoins. (On -z '3 2 '3 - 2
pourra remarquer que dans cette notation, b peut étre strictement plus petit que a. /0 zcoswdr = '/” LN [uv]y® — ‘/U uv=g5 - ./“ sinz dz
Par exemple, Uintervalle |3, —oco| a un sens.) e z
Or -
/2 sinxz dx = [— cos 1](?’ =1
m Exemple 1 i !
La notation |3, 2| pourra désigner (2, 3], [2, 3], ]2, 3[ ou encore ]2, 3] suivant les besoins. o /1 -
X COST (l.’l,‘ = = — 1
La notation |2, 3[ désignera [2, 3] ou ]2, 3[ suivant les besoins. 0 2

1  Rappels de notations, vocabulaire et d'intégra-

b
1-2 Changement de variable sur une intégrale / f
tion sur un intervalle [a, b] ‘

b
Rappel de notation : pour désigner l'intégrale d’une fonction continue f sur un intervalle Point de départ dans cette section : une intégrale / f)dt que l'on souhaite simplifier.
I contenant a et b, (avec non nécessairement a < b) on peut écrire : a
b b Commentaires :
/a f(t) dt, /a f Le changement de variable dans une intégrale f: f est une modification raisonnable
du "f" destinée a simplifier le calcul :
I-1  |ntégration par partie sur un segment b 8
[ / f(t)dt :/ g(x) dx
a [0

(L’aire sous la courbe de f est la méme que la méme que sous celle de g, quitte

Theoreme 75 Intégration par partie a changer des bornes d’intégration.) Il y a une infinité de telles fonctions mais la

. . . , ormule du "changement de variable"” est une technique particuliére permettant d’
Soit u,v deux fonctions Ct sur un intervalle fermé |a,b], alors Y . g que p p Y
arriver.
b b Nous allons voir plusieurs maniére de l’exprimer.
/ w'v = [uv]) —/ uv’
a a
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I.2-a) Intégration par substitution et changement de variable x = (%)

On rappelle le théoréme de cours ci-dessous, dont la démonstration est un principe simple
de manipulation de fonctions, et qui est rappelée également.

Théoréeme 76 dit d’intégration par substitution / changement de variable

Soient a,b € R, I un intervalle f et ¢ deux fonctions telles que :

= goy:[a,b 2 T -L R soit bien définie
m g: I — R soit continue

m p:[a,b] = I soit C!

alors on a
b , ©(b)
| aetne® d= [ ga)da
a S———— p(a)
//f(t)//
Démonstration :

On part d’'un principe simple : la formule de dérivation de la composition sur des
fonctions C! :

(Gow)(t)=¢'(t) - Gp(1))

La formule précédente permet ainsi de réécrire I'intégrale d’une autre maniére :

b b ~p(b)
/ O (t) - G (p(t)) dt = / (Gop)(t)dt = G(p(b)) — G(p(a)) = / G'(t) dt
Ja ———r Ja Jo(a) ~~—~
f(t) g(t)
[
Notation :

Comme on peut le voir dans la démonstration, I’égalité du théoréme pourrait s’écrire
avec la méme variable ¢ des deux codtés. Néanmoins, on s’apergoit que pour des rai-
sons de praticité et de notation dans les calculs, il est plus pertinent (sous peine de
confusions) d’utiliser plutot deux noms de variables différents :

b »(b)
/ ) Cle) di= [ Gx) da
a S———— pla) S~~~
f(t) g(x)

Remarque :
La plupart du temps, ce théoréme est fait pour étre utilisé dans ce sens la :

b ©(b)
/ g(o(0)¢' () dt = / g(z)dz
a S———— ©

(a)
//f(t)//

arrivée

départ

68

Méthode 1 : Calcul par identification directe des intervenants dans la formule

C’est la méthode la moins courante, mais l'application la plus directe de la formule
de substitution :
Etant donné ¢ (qui est généralement donnée dans I’énoncé), on repére dans 1’in-

tégrale f; f les fonctions ¢ et g en les mettant en valeur chacune de leur co6té pour

b b
trouver g telle que/ f(t)dt :/ g(e(®)¢'(t) dt.

m Exemple 3

2%
Calculons /1 6t2 dt avec le chang. de variable p(t) = —1

Soit 1

p(t) = -7

de cette maniére, f = g o p est bien définie.

g:xeER—e" >0.

. 1 /14 « . .
Le changement de variable ¢ est C*([1,2]), tandis que g est continue.

l 1 (=a) 2 (=)
T =

La formule de substitution donne alors

2 1 .

‘et : _1 1
/ —dt | = / et =

1 t° 1 ~~ t*

f](“p(/))v
o’ (t)

On constate également que

[SIE

Explications générales : Observons le principe de substitution sur la formule :

( / " pe) => / (0! (1) dt = / " gtu)

De gauche a droite :

e g(p(t)) se transforme en g(u) :
b
/ gle()e' () dt =

D’ou le fait qu’on rencontre souvent la notation

o 7Y/ (t) dt” se transforme en” dx” :

— Intégrale généralisée —




qui s’écrirait comme une “forme différentielle” (notion détaillée HP)

dr = ' (t) dt

Commentaires :
L’explication précédente prend son sens de la maniére suivante :

e Pour le premier item précédente, : on intégre g(p(t)) entre a et b, ce qui signifie
qu’on inteégre g entre "p(a)” =« et 7o(b)” =

o Le deuzieme item dx = ' (t) dt se traduirait comme “la dérivée de x par-rapport
at est ' (t)” ce qui, en PC, s’écrit également
de
[l t
5 = ¢

En pratique, “en maths”, la théorie (qui n’est pas a votre programme) sur ces
notations permet de considérer tout ceci comme des calculs avec 3 quantités
"différentes" qui sont "dx,¢'(t) et dt". que l'on peut multiplier ou diviser &
notre guise, avec les significations suivantes :

dx“ = infime variation de x”, dt“ = infime variation de t”

ainsi que par conséquent :

dr _ infime variation de p(t)
dt

=¢'(t) (cf. définition de la dérivée)

infime variation de t

Ceci peut donc donner lieu & une rédaction du type suivant :

m Exemple 4

2
€ .
Re-calculons / 5~ dt avec le chang. de variable z = —%
1
Soit 1 i 1
T=—7 qui est C'([1,2]), avec dz = 2 dt

t 1 2

On constate également que I I

x — iy

On reconnait alors

1
S S
dt :/ e’ —dt
J1 \HT“

~——

dx

ol g = exp continue sur R. Ainsi, par formule de substitution,

2

2 1 1
/ ( ,)* dt = / de— =1 ((,5 B l>
S e J—1 e
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1.2-b)
t= ()

Changement de variable (le vrail) avec changement de variable

Dans cette partie, on suppose que

¢’ ne s’annule pas,

ce qui signifie en réalité que ¢

est strictement monotone. En notant ¢ = o=, on obtient alors

r=¢t) & t=9@)
f Remarque :
Si ¢’ ne s’annule pas sur Uintervalle [a, b], on peut alors écrire :
dt = dz ou a1
() de /(1)

Ce qui est cohérent avec la notation “dérivée de ¢ par rapport & x” qui serait :

dt ,
dz =¢'(2)

ou dt =v'(z)dz

car par formule de dérivabilité de l'inverse :

S = 7V @) = via)

ot on rappelle au passage que ¢ est C! ssi ¥ est CL.

f Remarque :

Dans le cas ou ¢ (ou v) est bijective, le théoréme de substitution peut s’écrire d’une
maniére qui semble moins abordable, mais qui pourtant est nettement plus pratique
d’utilisation car on n’a pas a “deviner” le g et que les vérifications se font directement
sur f et le changement de variable

Théoreme 77 Changement de variable version “t = p(x)”

Soient a, B € R, I un intervalle, ainsi que f et ¥ deux fonctions telles que :

m f:[a,b] = R soit continue

m 1 :[a,b] = R soit C! et strictement monotone

alors on a

b Y1(b)
/ F(t)dt = / o) e
a Pp~1(a)
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Démonstration : I-3 Primitivation
On pose a = ¥~Y(a) et B = 1 ~1(b). Alors 9 est bien C! sur I'interalle fermé o
d’extrémités «a, 5. le théoréme de substitution permet de dire que

b p(B) 8
fdt = / f@)dt :/ fb(z)' (z) dz

Pour désigner une primitive de f de variable x € I, on peut écrire

x x
/ f, ou / f, ou souvent simplement / 1,
p(a) et la primitive F' de f qui s’annule en ¢ € I est définie pour tout x € I par
T x
Ce qui s’écrit donc bien F(z) = / f= / I
c c
b b (b) Ainsi, pour calculer des primitives, toutes les formules des intégrales peuvent s’adapter,
f(t)dt = / f (q;;v(,r))z;i/ (z)dx notamment 'ITPP et le changement de variable!
a P—1(a)
m Exemple 6
O Calculer une primitive de x sinz sur R
On pose les deux fonctions u,v € C*(R) telles que
Méthode 2 : On exprime ¢ en fonction de x ,
u(z) =x u'(x) =1
Alors v'(z) =sinz  wv(r) = —cosx
Conrétement, dans les calculs, on peut poser Ors,
= i = zsinzdr = [ v'v = =ww— [ v'v=—zcosz cosx dz
x = ¢(t) (ou directement ¢t = ¥(x)) / / NV / + /
pp
et, si ¢’ ne s’annule pas sur l'intervalle d’intégration : Ainsi
dt = tb'(x) dz /;v sinzdx = sinx — z cos x+
Le remplacement peut donc étre fait directement dans la formule de l'intégrale.
m Exemple 7
1
e e = .
m Exemple5 : Calculons une primitive de —;- sur |0, +-00[ avec le changement de variable u = L
2 -1 x
et . I
Re-calculons / 5— dt avec le changement de variable z = —%.
1t La fonction demandée étant continue, une primitive existe.
B (Ceci est une fonction sous la forme u'e*. Elle est donc théoriquement facile a intégrer
Posons = = f% qui est donc un changement de variable C' et bijectif avec mais on souhaite ici illustre le théoréme de changement de variable dans une primitive.)
Posons u = f% qui est donc un changement de variable C' et bijectif avec
1 dt 1 ‘
t= et —=—5>0
. . 2 1 1z 1
T dz @ T = et ::j>0
U du  u?
sur les i ralles t 1 2
sur les intervalles T | —1 % La formule de changement de variable donne alors (on remplace = par —+ et da par
1
. . =5 du) :
La formule de changement de variable donne alors (on remplace ¢ par —< et df par wz dv) a1 !
Lo dr) - T ; 1
sz dz): C tdr=[ el —du= [ etdu=e" ==
2 ~—~— u?
2 1 _1 1 _1 1 6’7i \T/
et 2 . 2 ) 1 > T dx
¢ — dt = e’ —dx = efdr == (cZ — 1) 5
. t? 1 =~~~ | e x
1 =
et dqt
t2
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1m  Convergence d'une intégrale (impropre ou) gé-
néralisée

Rappel de vocabulaire avant de commencer :

¢ Définition
On rappelle qu’'une fonction f est dite continue sur un intervalle ]a,b] si elle est
continue sur ]a, b[ et si lim f = f(b).
=

Pour la deuxiéme condition, on dit souvent que [ est continue en b~

Le méme type de vocabulaire est évidemment valable sur des intervalles de type [a, b]
oil f serait alors continue en a™.

m Exemple 8

it
Soitf:tl—>{0 sit<0

00,0[ et |0, 400
et sit>0 et | [

. Alors f est continue sur | —

CONFUSION
Dans lexemple précédent, f n’est pas continue sur | — 00,0[ U [0 + oo[. En effet,
? ] —00,0[ U [0+ oco[=R et f n’est pas continue sur R car non continue en 0.

Déf. d'une intégrale généralisée sur un intervalle semi-
ouvert

II-1
[

Commentaires :

On observe / f, ot f est une fonction continue au moins sur |a;b[. Quand parle-

t-on d’intégrale impropre (ou généralisée) ?
e Dans le cas ot a ou b (voir les 2) sont infinis.
e Dans le cas ou f n’est pas définie ou non continue en a ou b (voir les deux.)

¢ Définition
Soit f : [a;b]— R continue sur [a,b[, ot a € R et b € RU {+00}.

T b
. Si lim
b
z<b

existe et est finie, alors on dit que converge (en ou qu’elle
iste et est finie, al dit b), "ell

/f—hm f

(en b), (ou qu’elle ost diuergente)

a

est convergente) et dans ce cas, on note
b

. Sinon, on dit que l'intégrale / f diverge
a

71

<} Remarque : .

C

m Exemples :

Dans le cas ou lim

x—b
z<b

b
f = oo, il peut arriver que I'on note / f=oc.
a

a

Om

oo 2 +oo 2 1
Montrons que / te”t" dt est convergente et / te VU dt = 3
0 0

- 2 . N
La fonction f :t € [0; +o0o[— te™" est continue, donc le seul probléme est en +oo.

2
+2

T B 9 ,7 x I N 2
Soit x € R, x > 0. On a / te VU dt = {( - } = (l —e )
Jo 2 2
T > l 0
/ te”" dt = =
Jo 2

o0

On en déduit que / te™ "

J 0

lim

T—r+00

Ainsi,

& e'e)
dt est convergente et / te
Jo

? dt = i
2

+oo 1
10 m Montrons que / n dt est divergente :
1

La fonction f : t €

€ [1;+00[. On a

[1; +oo[—~

] )
—dt = [Int]]
A t 1

i o i o
On en déduit que / n dt est divergente. On peut noter de plus que / n dt = 400
J1 2 J1 2

1 . .
7 est continue. Il y a donc un probléme en +oco. Soit

=Inzr — +©

x—0

ommentaires :

b

Par le changement de variables t = —u, une intégrale / se "transforme” en une

a
—a
intégrale /
—b

transforme en /

— 00

intégrer [ sur] — 0o;b] ou tout autre intervalle ouvert a gauche :

“+ oo
(cf changement de variable un peu plus tard). Par exemple, / se
0

0
. 1l est donc logique que la définition reste similaire si on souhaite

Définition
Soit f :Ja;b] — R continue, ot @ € RU {—oc0} et b € R.
b
.51 lim f existe et est finie, alors on dit que / f converge (en a) et dans
T—=a,r>a @

ce cas, on a
lim

[r=m [

. Sinon, on dit que l'intégrale / f est divergente.
a
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| Exemple 11 Démonstration :

1 .
Montrons que ldt est divergente Soient x € I, alors f est continue sur I, = [min(a,c, z), max(a,c,z)] car I, C I.
o 1 La relation de Chasles classique sur une fonction f continue s’applique (11015 :

. . . 1 . L i T C T
La fonction f : t €]0;1] — n est continue. Il y a donc un probléme en 0. Soit z €]0;1]. / f= / 4 / f
On a N )

/ —d[*[nl] Inx — oo -
Ja la quantité ']a f est une constante indépendante de x. Ainsi, le passage a la limite

1 A ) .
quand z — b donne le résultat escompté. [

1 i !
n dt est divergente. On peut noter de plus que / 3 dt = +o0

J0

On en déduit que /

J0

f Remarque :

Cette prorpiété permettra de décomposer ’étude d’une intégrale sur des morceaux
plus pratiques ou éventuellement déja étudiés.

<4 Remarque :

Dans toute la suite, les propriétés ne concernant qu’un seul point critique seront

énoncées dans le cas des intégrales du type / f,ota€eR beRet f:[a,b—R m Exemple 12

+oo
est continue. Les cas oil @ € R et b € R se démontreront de la méme maniére par On a vu que
symétrie du raisonnement ou s’en déduisent par changement de variables. 0

— . —¢2 .
te”" dt converge. Comme la fonction ¢ — te™" est continue sur

+oo
R, on en déduit que / te=" dt converge pour tout a € R.

a

Définition

‘ On appelle nature d’'une intégrale / f son caractére convergent ou divergent. CONFUSION

Les intégrales ont peut étre méme nature mais attention, elles n’ont pas nécessaire-
ment méme valeur. Par exemple :

+°° 2 +°° > 1
4 Remarque : / eV dt == 7é/ et dt (= —)
0

"Donner la nature d’une intégrale” signifie « dire si elle est convergente ou diver- ¢
gente ». De la méme facon, dire que deux intégrales sont de "méme nature” signifie I1-2 . .
qu’elles sont soit toutes deux convergentes, soit toutes deux divergentes. ._ |ntegra|€S faussement IMpropres

Propriété 79

Théoréme 78 (Relation de Chasles)

Si
Soient I C R un intervalle de borne supérieure b € R. Si f : I — R est continue, = f est continue sur [a,b[olt| a,b € R |(c’est-a-dire que I'intervalle est borné)
alors, pour tout a,c € I, \ , = et que f est prolongeable par continuité en b,
et ont la méme nature.
/a f /C f alors b
et de plus, en cas de convergence, la relation de Chasles généralisée est vérifiée : " f est convergente
b c b
/af:Lf+/cf let/ / f est la prolongée de f en b

72 — Intégrale généralisée —



Démonstration :

Supposons que f soit continue sur [a, b[ et prolongeable par continuité en b.
On rappelle que, dans ce cas, la prolongée f de f en b est définie par

) 1) sit€la,b
f:tela,bl — lim f(z) sinon
x—b,x<b

La fonction f étant continue sur [a, b, la fonction primitive

F:zclab]— /;I‘ f(t)dt

est bien définie et continue sur [a, b].

Or, comme f(t) = f(t) pour tout ¢ € [a,b[, on a également que

) = / f Yz €la,b]

La continuité de F' en b signifie donc exactement que

T
A1:~>b,1:<h‘/”

= F(x)

lim
r—b,x<b

lim

O

Commentaires :

De cette propriété, on déduit que la notation est cohérente avec celle utilisée dans les
cas traités pour les intégrales définies sur un segment.

ﬁ Définition b

Si f est continue sur [a, b] et prolongeable en b par continuité, on dit que f est

a
faussement impropre en b (ou faussement impropre s’il n’y a pas de doute possible.)

[ Exemple 13
/ sint

—— dt de méme que dt sont toutes deux faussement impropres :

Leost —1
0 t2

sint cost — 1
H —

sin ¢
t— ~ est prolongeable par continuité en 0 par 1 et ¢ 2 est prolongeable

N 1
par continuité en 0 par 3

BIEN VERIFIER QUE LA BORNE EST UN NOMBRE FINI

2 Une intégrale ne peut étre faussement impropre en l'infini.
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m Exemple 14

Vg

—dt diverge, alors que hm - =0.
t——4oo t

En linfini, il ne suffit donc pas de vérifier la convergence !

11-3  Définition d'une intégrale généralisée sur un intervalle
[ ouvert
¢ Définition

Soit f :]a;b[— R continue, ot a € RU{—o0} et b € RU{+00}. On dit que / fest

c b
convergente, s’il existe ¢ €]a;b[ tel que / f converge en a et / f converge en b.
a (]

b b
Dans ce cas, / 7= / f —|—/ f. Sinon, on dit qu’elle diverge.

<4 Remarque :

Si on veut démontrer la divergence, il faut ici montrer que pour tout ¢ €|a;b],

c
I’une au moins des intégrales / f ou f diverge, ce qui n’est pas trés pratique.

Nous verrons donc ici un exemple du cas de convergence et verrons ensuite comment
simplifier la considération de la divergence.

m Exemple 15

+oo
/ te
— 00

_ 42
" dt converge :

- . — 2 . ~
La fonction ¢ +— te™"" est continue sur R. (On a donc un probléme en 400 et —oo : cas

de l'intervalle ouvert)
'JFOC 5

fp*f‘ e 2 1

dt converge (avec / te”""dt = =).

*  On a déja vu que / 5
Jo

J0

0
- 2
. —t . N
*  Etudions / te”" dt : De la méme fagon que pour la premiére, Vz < 0, on a
— 00

0 g3 —271"
2 2 J 1 2
/ te " dt:f/ te At = — | =€ =—- (lf(z ')
Jax J 0 2 0 2

0 1 o
te " dt = ~3 et donc te " dt converge avec
Ja .

— 00

lim

T —00

Ainsi,
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+o0 .
. —t2 :
En conclusion, te” " dt converge avec de plus
J —00

00 2 400 2 ~0 9 l 1
/ te” ' dt = / te” " dt + / te "dt==—-=-=0
J —oo JO J —oo 2 2

Commentaires :
La propriété suivante permet de généraliser la propriété concernant la convergence,

mais également de nous simplifier la technique lorsque l’on souhaite prouver la di-
vergence.

Propriété 80

Soit f :]a; b[—> R continue, ot a € RU {—00} et b € RU {+oc0}

= Si / f est convergente, alors, pour tout c¢ €]a;b[, on a / f converge en

aet/ f converge en b. Deplus/ /f+/ f

m Sl existe ¢ €]a; b] tel que / f diverge en a ou / f diverge en b, alors
a (&

b
/ f diverge.

Démonstration :
b
f est convergente. Alors, par définition, il existe ¢y €]a; b] tel
Ja

i) Supposons que

b
que / f et f convergent. Soit maintenant ¢ €]a;b[. Par relation de Chasles
I

généralisée, comme f est continue sur I qui contient a, ¢, ¢, on sait que

c co
/ f est de méme nature que / f
Ja

/f - / e+ / /

f est de méme nature que / fet

/bf/ f+/ f.

On en déduit que / f et ]‘ convergent et que

/f+/bf/ f+/ f+/7 I+ bf

et que

b
De méme,

JC

/If

ii) c’est exactement la négation de la propriété du i).

O

m Exemple 16

+o0o 1
Montrons que / e} dt diverge :
0

. . . 1 .
La fonction f : ¢ — — est continue sur ]0; +o0[. Elle admet donc un probléme en 0 et
en +oo. (cas de I'intervalle ouvert)
1
x Etude du probléme en 0 : étudions par exemple / —dt :
0

1 1
i 1 1 1
On pose x €]0; +00]. / 2 dt = {—?} =—1+—-—— 4+

1 1 00
Ainsi A f—th diverge et donc /U 2 dt diverge.

IL N’Y A PAS DE FORME INDETERMINEE DANS LA RELATION DE CHASLES

La propriété dit bien qu’il suffit que I'une des deux partie diverge pour avoir la di-
§ vergence. Cela signifie en particulier que si les deux parties divergent, ce n’est pas

une forme indéterminée...

I1-4 Définition d'une intégrale généralisée sur une réunion
m dintervalles ouverts

& ERREUR CLASSIQUE :

1
1
Considérons / — dz. Il y a une erreur dans le calcul ci-dessous :
1z
' 1! 1
/ — dx = [——] = —2< 0 incohérent avec le fait que — = 0
1% | _q 5

L’erreur vient du fait que 'on a oublié de vérifier la continuité de la fonction sur
[~1,1]. On observe en effet que 2 — 25 n’est pas continue en 0. Dans ce cas, il faut
découper l'intégrale suivant le principe de la définition ci-dessous.

# Définition
Soit f :]a; c[U]e, b[— R continue, ott a € RU{—c0},c € Retb e RU{—i—oo} a<c<b.
b c
On dit que f est convergente, si / f converge en a et ¢ et si f converge en
a

b et c. Slnon on dit qu’elle diverge.
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m Exemple 17

!
/ 7 dt diverge :
1

La fonction ¢t — 2 est continue sur [—1,0[ et ]0, 1]. Or, par calcul direct de primitive,
S

1 -
. . . 1 .
on trouve que / 2 dt diverge. Cela suffit pour affirmer que / — dt diverge.
: S t?

J0

Notation :
Dans la suite du cours, I désignera un intervalle ou une réunion d’intervalles ouverts,

b
fermés, ou semi-ouverts, qu’ils soient bornés ou non. Dans ce cas désignera
) ) )
I a

ol a=min/ et b = max/.

Remarque :
Cette notation ne pourra étre utilisée que dans le cas ou l'ordre des bornes n’a pas

3
d’importance. Par exemple, pour I = [0, 3], /f = / f n’est a priori pas égale a
o I 0
I
3

11 Manipulation des intégrales impropres

II-1 | inéarité
[ |

Théoréme 81 de linéarité de lintégrale

Soient f, g :|a,b| = R deuz fonctions continues et A € R.

b b b
Si / f et/ g sont convergentes, alors / (f + Ag) est convergente et dans ce
a a a
S

ca.
/ab(f+Ag)=/abf+A/abg

il suffit de prendre n’importe quelle fonction f telle que

SI. . .ALORS. . .
La réciproque est fausse :

f est divergente. Par ex,

7 +oo +oo

/ 1+(—1)dt:/ 0dt =0
5 0 0

mais

+oo +oo
/ 1dt+ / (—1)dt est une forme indéterminée
0 0

75

I11-2
|

Théoréme 82 (Ipp d’une intégrale impropre)

PP

Soient u,v deuz fonctions de classe C* sur Uintervalle |a,b] (a < b) telles que

lim u(x)v(x) et lm u(z)v(z)

existent et sont finies
r—at T—b—

b b
On a alors : / uw'v est de méme nature que / uv’
a a

b . b
/ vv = [uv]a—/ uv’
a a
ot [uv]z est défini par

[u(t)v(®)]” =

sl y a convergence, on a

mli>r1r)1_ u(x)v(x) — mliglJr u(z)v(z).

Démonstration :

Soient ¢,z €]a,b[. Comme u,v sont de classe C! sur [c,z] (ou [z, ] suivant le sens
de ¢, x, on peut appliquer I'Ipp classique :

/ o (t)o(t) dt = [uv]” — / u(t)v'(t) dt

Le reste n’est que simple passage a la limite, tout d’abord vers b qui donne une
premiére formule :

b
/ u' (H)o(t) dt =
Jc
puis un passage a la limite vers a :
“a “a
/ o (to(t)dt = lim u(z)v(z) — u(c)v(c) — / u(t)v'(t)dt
e r—at Je
on multiplie par —1, ce qui inverse les bornes :

/ [ty

puis on additionne les deux égalités en b, ¢ et a, ¢ qui, grace a la relation de Chasles,
donne le résultat annoncé. [

r—b—

b
lim w(z)v(z) — u(c)v(c) — / w(t)v'(t)dt

u' (H)o(t) dt = u(c)v(e) — lim u(z)v(x) —

r—a™t

f Remarque :

Si u et v sont continues en a ou b (par exemple en a) on sait que lirn+ existe. Il est
T—ra

donc inutile de vérifier les deux limites et on a

[u(t)o(t)]” =

wlir{; u(z)v(x) — u(a)v(a).
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m Exemple 18

+oo
Convergence et valeur de / te~tdt par IPP :
0

Posons les fonctions u, v € C*([0; +o0|) telles que :

U(t) =t v/(t) _ 6’,7t
- u/ =1 vt = _€7f
e FEtape 1 :0n a (t) (t)
lim w(z)v(r) = lim —ze " =0
:L'~1>14I»1% [L(I)I (1 ) J‘JIﬁl}x L€

00
Les intégrales /

+oo
te”tdt et — / e~ ' dt ont donc méme nature. @ Etape 2 : L’in-
Jo 0

400
) —t . -
tégrale / e " dt est convergente vers 1 (exercice), ainsi, on a la
Jo

oo
convergence de / te
0

0o
—t . . .
te " dt est finalement donnée par la formule

e FEtape 3 : La valeur de /

0

+oo Too 400
/ te”tdt = [71‘,671[] T4 / e tdt=0+1= E
0 Jo

& OUBLI RECURRENT
Enoncé a appliquer avec attention et en plusieurs étapes. Il est nécessaire de vérifier

la convergence vers un réel de I%m bu(x)'u(ac). En Pabsence de cette vérification,
x—=b,x<

deux problémes peuvent se présenter :

1. La formule peut devenir une forme indéterminée. (cf ex11)

2. Les intégrales peuvent ne pas étre de méme nature. (cf ex12)

m Exemple 19

+oo
On souhaite déterminer la nature de / tlntdt en passant par I'IPP suivante :
1

ott u, v sont deux fonctions C' sur [1;+oo].

On a
: -
lim wu(t)v(t) = [l}il% B Int = +o0

t—+oo

400 r+ oo f2 1 400 t
/ u(t)v'(t) dt = / ——dt = / —dt = +o0
1 1 21 1 2

Cette derniére intégrale étant divergente.

et

76

L’expression "de droite" dans 'intégration par partie est donc une forme indéterminée...
(=)
On ne peut rien dire sur la convergence avec cette méthode!

m Exemple 20

—+oo
Considérons / tdt et effectuons I'IPP suivante :
0

u®)=1 d'(t)=0
V)=t ot)=L1

u,v € C*([0; +o0[). De plus :
lim wu(x)v(z) =

xr—+00 x—+00

400 400 400 +o00
/ T / tdt et / u'v = / 0dt
Jo Jo Jo Jo

Si on ne tient pas compte de la divergence de limg_, 4o u(x)v(x), on annonce a tort que
00

lim — = +o0

400
/ tdt a la méme nature que / 0dt, qui est trivialement convergente. Cherchez
Jo Jo

Perreur...

Commentaires :
Mais quelles solutions ¢

Une possibilité est généralement de repasser aux IPP "classiques”, c’est-a-dire sur
des intervalles fermés ou la fonction est continue. Pour l’exemple précédent :

m Exemple 21

Soit x > 0. en passant par 'ITPP suivante :

u, v sont deux fonctions C' sur [1;z]. Alors

/"tlntdt =
1

\
»\

<

—~

-

=

~

-

=

(oW

=y

I
| — |
|

—

=}

-
—_
- 8

|
»—\
|
| =

(oW

~

= lnlf/’idf
2 Ji 2
,772] 127" 1’21 2+1
= nr——-|—| =—=—lhne—-—+ -
2 2], 2 4

Il faut maintenant passer a la limite :
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2 2
T poon

—Ilnx — bL—+

1 1
- 2lnz—-1)+- — 400
2 4 4 (NR——

4 x—+o00

{=I5

o0 sote T
Tr—r+0o0

L’intégrale est divergente.

H=-3 Changement de variable

II1.3-a) Le théoréme et son application

Théoréme 83 Changement de variable dans une intégrale impropre

Soient o, B € R, I un intervalle, ainsi que f et ¢ deux fonctions telles que :
m f:[a,b] = R soit continue

® p:[a,b] = R soit C! et strictement monotone d’inverse notée v

b B
Alors / ft)dt et / f(b(z)Y' (z) dr sont de méme nature, avec, en cas de
convergénce, “

b B
/f@w=/fwumwmm

ol a et B sont définis par

a:= lim ¢(z) ; B:= lim ¢(x)
z—at z—b—
Démonstration :
Pour commencer, par monotonie de v et donc de ¥~!, on sait que a =

lim,_,,+ ¥~ !(z) ainsi que 8 = lim,_,;~ 1~ !(z) existe dans R U {#+}oo0.

Réciproquement, 1(x) — a™ et () — bT.
T x—f

by N .
* Supposons ja}j converge. Montrons que l'intégrale de droite converge.

Soit ¢,y €]a, B[ (ou ¢, t €], al. Par changement de variable sur un segment fermé :

Y U (y)
/ F(@) (z) de = '/'< : ft)de

b ,
Or, par convergence de ]n , et comme ¥ (y) —— b on a alors
. y—pB

nmfﬂmmumm:/bWMf

y—8, c p(e)
De méme pour 'autre coté :
Yy a
lim FW () (z) da = / ft)yde
y—a Je Jap(c)

D’o1i, par relation de Chasles, la convergence de l'intégrale de droite avec effecti-
vement 1’égalité demandée.

* Supposons que l'intégrale de droite converge.

Le méme principe s’applique dans l'autre sens, mais avec ¢,y €|a, b] et la formule
de changement de variable :

/l fle)dt = / f’)w F@p(x))¢' (z) da

O 1(e)

Remarque :

Avant de passer auxd exemples, notons que I’énoncé peut étre donné sous deux formes
différentes :

"Montrer que l'intégrale |...| converge."
ou un peu plus poussée :

"Montrer que I'intégrale [...] converge et calculer sa valeur."
Le théoréme de changement de variable peut s’utiliser pour 'une ou pour l'autre
de ces questions, alors profitons-en pour voir sur les exemples suivants comment
peut se rédiger la réponse dans ces deux types d’énoncés. (1°" exemple avec la seule
convergence et 28 exemple avec également la valeur de l'intégrale.)

m Exemple 22

=

+oo et )
Montrons que P dt est une intégrale convergente grace au changement de
ll
i

variable xr = —

On pose le changement de variable x = f%. Le changement de variable est C' tel que
do 1
—=—=>0
dt 2

Il est donc strictement monotone, donc bijectif sur 'intervalle. On a de plus

. 1 . dt 1
= = et — = —
T dez  x2

t 1 “+00

x s’applique aux bornes par limites : 1 0
w | —

L’intégrale est donc de méme nature que

0 e:u 1 0
- — | dz = ? dx
'/71 (%)2 (:1:2> o /71\(// ’

g(x)

on obtient une fonction g qui est continue sur R (et donc sur [0, 1]). L’intégrale est

donc bien convergente, ainsi que par équivalence, I'intégrale de départ.

— Intégrale généralisée —



m Exemple 23
_% f
L

dt converge et vaut 1 par changement de variable x =

+00 e
Montrons que / 5
0 t

On pose le changement de variable © = % Le changement de variable est C! tel que

dx 1
S 20
dt 12 =

Il est donc strictement monotone, donc bijectif sur 'intervalle. On a de plus

. 1 " dt 1
f=—— et — =—
x de 2?2
x s’applique aux bornes par limites : ‘ ! 0 e ‘
T s’a > 8 S pa ‘u T 0 ‘

Sous réserve de convergence de I'une des deux intégrales, par formule de changement de

variable, on a
00
—x
/ e “dx
0

too —1 0 —x
/Jr gdt:—/ c {<i:>d7“:
0 t2 +o0 (%)2 z?
on obtient une fonction g qui est continue sur R (et donc sur [0, 1]). L’intégrale est
donc bien convergente, ainsi que par équivalence, l'intégrale de départ.

De plus, on a déja vu que l'intégrale obtenue est convergente, ainsi donc, par équiva-
lence, I'intégrale de départ. De plus, par calcul, on a également vu que f0+°° e *dr =1,
ce qui donne bien le résultat souhaité.

I11.3-b)
Propriété 84

Cas des fonctions paires et impaires

a
Soit @ € Ret f € C(] — a;al). Si f est paire ou impaire, la nature de / f est la
0

0

f avec, en cas de convergence :
—a

-/_Oaf:/oafsifestpaire

0 a
(] / = —/ f si f est impaire.
—a 0

méme que celle de

78

Démonstration :

. N t .
On pose le changement de variable uw = —t dans 'intégrale f( 1] f(t)dt et on obtient
directement, par changement de variable, que

—a a
— / f(—u) du est de méme nature que f avec égalité en cas de convergence.
Jo 0

° Si f est paire :

0 a
f(u) du est de méme nature que / f
0

—a
0 a
et en cas de convergence flw)du = / f
J—a JO

° Si f est impaire :

0 a
f(u) du est de méme nature que / f
0

—a

et en cas de convergence

.0 0
(Wdu=— [ f.O
f(w) du '/0 f

J—a

Corollaire

Soita € R et f € C(] — a;a]) paire ou impaire.
a a

Alors f converge ssi f converge. De plus, en cas de convergence

—a 0

m Si f est impaire, f@®)dt=0

m Si f est paire, ’ ft)dt = 2/a ft) dt
=@ 0

Démonstration :
a -0

Si f converge alors il en va de méme pour
J —a

f ainsi que [ f. De plus,
J—a
0

y N . . . a . N
d’aprés le corollaire précédent, si f() f converge, il en va de méme de f et
—a
a

donc, par suite, de f. L’équivalence de convergence est donc vérifiée.

J—a

D’ot, en cas de convergence, par relation de Chasles,

/f= :f<t>dt+/0"f

Le reste est conséquence immeédiate des égalités du corollaire précédent. [J
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H:-4 Bilan des principaux résultats

Changement | g continue sur ]a, b]

b u(b)
w(t))u'(t) dt e ) du
/agm)() t/u(a)gu

u € CY(Ja,b]) et u' strictement | sont de méme nature

monotone

Soit f continue sur une réunion d’intervalles I ou sur un intervalle [a, b[. b €]a, +o0]. A € R. de variable

79

[s-
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ACTION HYPOTHESES CONCLUSION Changement | g continue sur Ja, b]
b u(b)
c b . 1 P g ’ _
Chasles 1 / £ est convergente / £ converge de variable | u € C'(Ja,b]) et v’ strictement / g(u(t)u'(t) dt —/ g(u) du
u u monotone a u(a)
b b c b .
/ F est convergente ot / Fo / Fo / f (suite) En cas de convergence
C a a (3
b c
/ f converge / f est convergente
“ ab v Fonctions pOSItIVGS et convergence abso|ue
Chasles 2 | c € [a,b] / f est convergente
(&
' ‘ ’ Théoréme 85 de positivite
et/f:/f+/f e positivité
a a c
b .
R : — R
Faussement | b est fini / f converge. Segbapl SR e i 8 (ml] tels que
N a<b  (bornes croissantes)
wmpropre hzfnf existe f est continue sur [a, b,
b
Linéarité /f converge /(f +Ag) = /f + )\/g . / f converge
I I I I “
/g converge f =0 sura,bl],
I b
b alors / f=0
IPP 1 u,v de classe C? / u'v est de méme nature que a
a
b B’ i .
lim u(x)v(z) est finie / uv’ Démonstration :
z—=b~ a Le passage a la limite conserve les signes. [
b
IPP2 u,v de classe C! / uv’ converge
a ORDRE DES BORNES
b b , R . . .
lim w(z)o(z) est finic / oo — [uv]b B / ! L’hypothése de bornes croissantes est 1mportanttz. En effet, si a > b et que f est
T—b~ a @ a : sps
, continue positive sur [b, a| avec convergence de / f,ona
a
/ u’'v converge
a a
- / f<0
b




Corollaire "Comparaison d’intégrales”

Soient a,b € R et f,g: [a,b]— R tels que

. a<b (bornes croissantes)

. f,g sont continues et d’intégrales convergentes sur [a,b],

- f<
/:f</abg

alors
b

(g— f)(t) dt, puis la linéarité des intégrales

g sur [a,b],

Démonstration :

On applique le théoréme précédent a /

Ja
convergentes. [

Théoréme 86 de positivité ... la suite

Pour a < b, soit f : [a,b]— R une fonction telle que

m f est continue sur [a,b],

m [ est de signe constant sur [a,b],

-/abfzo,

alors f est nulle sur [a;b].

Démonstration :

Supposons que f soit non nulle sur [a, b[. Alors il existe zg € [a, b] tel que f(z() > 0.
Par continuité de f, il existe un voisinage fermé I C [a;b[ autour de z( sur lequel

v (@)
f(z) > TO

Par relation de Chasles, on a

b b e
o—/f—/f dz‘+/ f(t dz‘+ f()dt (dfa)j(;o)

Ve el

On note I = [a, f].

>/('u>

>(

ce qui est contradictoire avec le fait que f(zg) est strictement positif. OJ

f Remarque :

Ici aussi, la deuxiéme hypothése est capitale. Il existe des fonctions non nulles

d’intégrale nulle. (les aires au dessous et au dessus de l'axe des abscisses se com-
pensent).

80

Dans la suite, on se donne a € R,;b € RU {+00}, a<b

Proposition 87

On se donne f : [a; b[— R continue positive sur [a,b[. Alors

b a8
/ f converge & F:zx € [a;b]— / f est majorée.
a a

Démonstration :

Avant tout I’ est une primitive de f, qui est positive par hupothése. Ainsi,
. !/
F est croissante (F' = f > 0).

Or, on sait qu'une fonction croissante sur [a,b] cv en b ssi elle est majorée. Cest
exactement la traduction de la proposition. [J

Théoréme 88

On se donne f, g : [a;b[— R continues positives sur [a, [ telles que

0< f(z) < g(2)

b
Alors /g(t) dt cv = /f cvet 0< / /
b b
/ f  divergente = / g(t) dt

Vz € [a;b]

divergente

Démonstration :

Les fonctions G : z € [a; b[— g(t)dt, F : x € [a;b[— / f sont toutes deux

Ja .
continues et croissantes sur [a;b[ car de dérivée positive sur [a;b[.
De plus, Comme G admet une limite en b, on a

T b
< hm’/ g(t)dt :/ g(t)dt YV € [a; b

r—0 Ja a

G(x)

Par comparaison des intégrales, on a alors

I RAVAL

b
t)dt < / g(t)dt Vo € [a;b]
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b
F est donc une fonction croissante et majorée par / g(t)dt. On en déduit que

a

z—b r—b

b
lim F(x) existe et 0 < lim F(z) < / g(t)dt

Ja

T b
c’est-a-dire 0< / I < / g(t)dt O
Ja Ja

? Exercice 1

—

L

+o° cost — 1
Montrer que ———— dt est convergente.
1

t2
Solution

cost — 1

e est continue sur [1, 4+o00[. Il y a donc potentiellement un probléme

La fonction f —
en +oo.
On observe qu’elle est négative sur tout l'intervalle considéré. On peut donc par exemple
poser g = —f > 0 pour répondre a cette question. Or, dans ce cas, on a
1 —cost 2
0< g(t) = T < 2
Or l'intégrale 1+°° %2 dt converge (déja vu) et par théoréme de comparaison des intégrales

de fonctions positives, f1+°° g converge, ce qui entraine par la méme celle de 1+°° f-
* Conclusion : I'intégrale f1+°° f est convergente car convergente (en +00).

cost — 1
t2
impropre en 0 grice a un éuivalent usuel.

“+oo
Remarque : Si ¢’était / dt, on pourrat montrer que lintégrale est faussement
0

Théoréme 89 de convergence absolue

On se donne f : [a;b]— R continue sur [a,b] (ot a < b).

b
/ f converge
a

[ 1< [1sora

b
/ |f| converge =
a

Démonstration

(convergence admise) L’inégalité s’en déduit ensuite simplement par

—[f@O] < fE) <|F()]

81

puis

—_/”h,f<zr>|(u < /z /< [W.f(t)dl
D’oul /az /< '/axb|f‘ ./:|f(t)dt

? Exercice 2

[ +00 b
Pour a € R*,; b >0, montrer que / cos(at)e bt dt = poEwTE (avec IPP)
0 a/

Solution

On note I l'intégrale en question.

* Toud d’abord, montrons que l'intégrale converge. On remarque pour ce faire tout d’abord
que t +— cos(at)e b est continue sur [0, +oo[. L unique probléme se situe donc en +oc.
Ensuite, pour tout t > 0, on a

bt < 67“

X

0< ‘cos(at)ef

Or on peut montrer (exercice ou plus tard référence a la fin du chapitre) que f0+°° et dt
est convergente car b > 0. En conclusion, par théoréme de comparaison des intégrales de
fonctions positives et par convergence absolue, I'intégrale de départ converge.

* BEffectuons maintenant une premiére intégration par partie avec deux fonctions u,v €
C'(R) :
u(t) = cos(at) u'(t) = —asin(at)

V' (t) = e b o(t) = —1e "
On a
u(t)v(t) = —% cos(at) e\:bi P 0
borné mo car b>0

Ainsi, comme cette limite est finie et que l'intégrale de départ est convergente, on peut
appliquer I'IPP et on a
ppliq v @ [t »
I = [u(t)v(t)], -3 sin(at)e " dt
—_— 0

0—u(0)v(0)=%
+oo
ol on sait que l’intégrale/ sin(at)eibt dt est convergente.
0

De la méme maniére avec un second changement de variable C*
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u(t) = sin(at)

V' (t) = e ?

u'(t) = acos(at)
_ _1_-bt
v(t) = —ze
les mémes arguments donnent lieu & ’obtention de la formule avec intégrales convergentes :

/ " sin(ate ™ at = (O] +31
0 N e’

02—u(0)v(0):0

D’ot, en réinjectant : 1 @
I=-—-—=1
b b2
ce qui, en isolant I donne au final :
b
a4+ b2

Théoréme 90 sur les fonctions équivalentes

On se donne f, g : [a,b]— R continues sur [a,b] telles que
[~ g

avec l'une des deux fonctions de signe constant au voisinage de b. Alors

b b
/ [ est de méme nature que / g
a a

Démonstration :

. s 2 . -b
Quitte & échanger les fonctions, on peut supposer que [ g converge.
- Ja -
Quiitte maintenant a prendre —g ou —f, on peut supposer que g > 0 (ou f > 0)
au voisinage de b. Comme f ~y, g, il en va de méme pour 'autre.
Par équivalence, on a

f = hg avec li[m h=1

Par limite, il existe ensuite B € [a, b] tel que

w

1
Vo € [B,b], on a 5 <h<-=

\}

D’ot, en multipliant par g > 0 :

1 3
OSQ!JS.JCS,*{/

Le théoréme de comparaison des intégrales permet ensuite de conclure. [
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m Exemple 24

+oo
—t
Montrons que / e”'7¢  dt converge :
0

—t—e

t . . o . .
t—e est continue sur [U. +:><:[. Par continuité de la fonction exponentielle,

on a donc

oo
5o " —t L8 Lt P " .

Jr, mrtegrale (& dr converge (deja Ialt preceaemment :), aonc, par equilvalence,
Or, lintégral 1t e (déja fait 1 t1), donc, 1

0

—+oo
—t—e? )
€ dt converge.
0

& CONFUSION

¢

Ceci ne signifie en aucun cas que les intégrales sont ensuite égales (ou
"équivalentes" !)

m Exemple 25

On pose f(t) = 15t

t2

.On a
1

~ —
+oo 2

ft)

Or, pour tout « > 1, on a calcul laissé au lecteur)

* 3 1 1 1 1
_2_ 1L g Sdt=1——
/lf 2 7 22 ° /1t2 x

On voit bien que si x — oo, on a

[f(t)dtwget /ft%dtwl
/;f(t)dtyé/lwt%dt
/:oof#/lmt%dt

D’ou

et de plus
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v Exemples fondamentaux

Théoréme 91

+o0o +o00 1
/ e M dt cv en +oo ssi A > 0. Dans ce cas, on a / e Mdt = X
Jo 0

Démonstration :

A

t — e~ est continue sur [0; +o00[. Le probléme est donc seulement en +oc.

* Cas A € R* : Soit = > 0. Alors

Y —\t xT —\z
0 e —1 —
/ gi)‘t df — ¢ — ¢ 7)\
Jo -\ 0 —\ T—r—+00

+00 siA<O

siA>0

* Cas A =0 : Soit > 0, alors
/ ef)‘tdf,:/ eodt:/ ldt=2 ——— 4+
Jo 0 Jo

T—+00
En conclusion, l'intégrale est convergente en 400 si et seulement si A > 0 et dans

400
eMdt=~.0

> =

ce cas, on a /
JO

Théoréme 92

n!
An+

—+oo —+o0
Soit n € N. / t"e M dt cv ssi A > 0. Dans ce cas, / the M dt =
0 0

Démonstration :
e On pose A < 0.

On peut considérer que n > 1 (sinon on se raméne au théoréme précédent). Ainsi,
pour tout t > 1, on a

e M M0 Vi1

+oo
Or, / e M dt diverge (thm précédent). Par théoréme de comparaison des inté-
J1 e e
grales de fonctions positives, / t"e M dt (et donc / the M dt) diverge.
J1 Jo
e On pose A > 0.

On pose f(t) = t"e~* pour tout ¢ > 0. On a f continue sur [0, +oo[. Le seul
probléme est donc en 4oo.

) n
Montrons par récurrence sur n € N que [I,, converge et que I, = XIn,l pour tout
n € N.

83

—+o0
* Initialisation : Le théoréme précédent nous dit que Iy = / e~ dt converge et
0

on a bien

1o
X o

* Hérédité : De n — 1 an : On pose 'Ipp suivante, avec u,v € C*([0, +-oc]) :

Iy =

u=t" W = nt"1
At
e
v =e Ny =
Y

Soit z € RT. Comme

—At1?* —Az

& &
[w]§ = [t"——| =a"——
—A 0 -\ z—+4oo

ye i +o0 A
, I'intégrale I,, = fo uv’ est de méme nature que

~+00 ~+00
n o n
/ v =—— / tleM At = ——T, 4
Jo A Jo A

qui est justement convergente par HR. Ainsi, I,, converge d’une part, et d’autre
part, on peut calculer sa valeur par IPP :

00 N ’ v .
_ I S RO B n (n—1)! ~nl
I, = /0 u'v = [uv) + X["’_l =0+ Y YT =y
(]
CQFD

Théoréme 93

+oo .2
/ % dt = /om

J —o0

Démonstration :

admise [

Par parité de la fonction on obtient également :

Corollaire

+o0 2
/ e~ T dt = il
Jo 2
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? Exercice 3

[ too
Montrer que / e~ U222 4t converge et déterminer sa valeur.
—o0o
On pensera a se rapprocher, par un changement de variable opportun, d’une intégrale

p pp y D g pp s g

u2
de type afj;o e~z du. On trouve \/TE)

Solution

On note f(t) = e~tiH2t-2, f est continue sur R. Il y a donc potentiellement un probléme
en +oo.

On remarque que
f@t) = e_(t2_2t+2) = e_((t_l)z'*'l)) = e_le_(t—l)2 = e_le_%(ﬂ(t—ﬂ)z

On pose donc le changement de variable
u=V2(t—1)

d
On a alors, sur intervalle considéré : % =v2>0.
Le changement de variable est donc strictement monotone. De surcroit, on a

1
dt = —du
V2
t —
avec le changement de bornes par limites : % | oo
U | —00 | +00

Ainsi, par changement de variable, on obtient, sous réserve de convergence de 'une des

+oo 2 +oo > 1
/ e VT2 = 671/ e 2% —du
—oo oo V2

400
Or on sait d’apreés le cours que / e

—00

deux intégrales :

1,2
—1u24
2" %" est convergente et que

TED 1,24
/ e—éu au = /27[_.

— o0

Ainsi, lintégrale de départ est convergente et on obtient en réinjectant :

e t242t—2 1
/ e T2t =1

— 00
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B ) m Exemple 2
EQUATIONS DIFFERENTIELLES AUTONOMES L’équation

Yy +In(1+y%) =5

d’inconnue y € C!(R) est une équation autonome d’ordre 1. Voici quelques représen-
tations graphiques de solutions :

1 Définition et quelques propriétés

exemple de solutions de y' + In(1 + y?) =5

10.0

7.5
gf Définition 5.0 /
Une équation différentielle scalaire autonome d’ordre 1 est une équation différentielle 37
du type : o0
/ —=2.51
=F
y =F(y) o /
avec y I'inconnue qui est une fonction dérivable et F' une fonction continue. On ap- -7.51
pelle (E) cette équation dans la suite du cours. Une solution de cette équation est 100 ———————————
une fonction y C! sur un intervalle I C R telle que :
vtel, y'(t)=F(y).
f Remarque :
4 Remarque : ‘ . . R )
Deux courbes de solutions qui passent par une méme ordonnée ont des

‘ L’ensemble R* n’est par exemple pas un intervalle, mais ]0, +oo[ et | — oo; 0 sont tangentes paralléles.
deux intervalles distincts.
En effet, notons k cette ordonnée commune. Dés qu’une courbe passe par cette or-

Commentaires : donnée (en une abscisse t), on a y(t) = k € R. La pente de la tangeante a la courbe
Dans le programme est stipulé que : "Aucune théorie générale ne doit étre faite. est
Toute étude devra étre entierement guidée”. y'(t) = F(y(t)) = F(k).

s Exemple 1 qui est donc indépendant de y et de abscisse ¢ (ne dépend que de 'ordonnée k.)
L’équation . Par exemple, représentons les pentes des tangentes pour pour ’équation y’ = sin(y)
y' = sin(y) d’inconnue v :
d’inconnue y € C*(R) est une équation autonome d’ordre 1. Voici quelques représen- exemple de tangentes pour y' = sin(y)
tations graphiques de solutions (obtenues avec la fonction solve_ivp de Python — R S
pour Uutilisation : ¢f TP d’informatique)

exemple de solutions de y'=sin(y)

] \ Ceci permet de conjecturer instinctivement que deux courbes de solutions
ne se recoupent jamais. (a méditer.)
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? Exercice 1
liv

oici ci-dessous un exemple de tangentes obtenues pour une équation autonome. Es-

quisser plusieurs courbes de solutions possibles correspondant a ce graphique. (On
prendra notamment comme point de départ des courbes des ordonnées inférieures o 1

ainsi que supérieures a 2.)

12

10

Solution

= - - - - - = = =
P
P R R D R
A A A A A A A A4
A A A A A A S
VO A A R A A
P e
B S
B
P N e
P A A R R
A A A A
P P
-~ — — — — — o~ — ]
1 2 3 4 5 6
- s s - s s - -
PP P A S
VAV A A A S A AN S PP
O A A A A AV e
P A ’
P ————— ——
- - - -
s I I T
s I I T

L

¢ Définition et Proposition

Si a est un réel tel que F(a) = 0 alors y : t — a est une solution de (E). On appelle
équilibre ou état stationnaire les solutions constantes de (E).

Démonstration :

En réinjectant dans l'expression y’ — F(y), on constate que pour y

obtient

Yy — F(y) =0— F(a)

Ainsi, si F(a) =0, on a bien

:t — a, on

86

et y : t — a est bien une solution constante de 1’équation différentielle. [J

m Exemple 3

Les fonctions constantes yo : ¢ + 0 et y; : ¢t — 7 sont des états stationnaires de
Péquation y' = ycosy. (exemples ci-dessous)

exemple d'états stationnaires de y’ = ycos(y)

—— courbe non stationnaire
-4 —— état stationnaire

T T T T T T T
=15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Proposition 94

Soit k € R. On note J ={u—k | u € I}. Alors :
eVteJ, onat+kel

e et si y est une solution de 'équation (E) sur I, alors ¢ : t € J — o(t + k)
avec k réel est solution de (E) sur J.

Commentaires :

Graphiquement, ceci signifie que toute translation horizontale (4 gauche ou a droite)
d’une courbe est encore la courbe d’une solution
Démonstration :

Avec les notations de la proposition, pour tout ¢ € J, il existe u € I tel que
t=u—=k
d’ou
t+k=uel

Ainsi, p : t € J — y(t + k) est bien définie et dérivable et de plus

() =y t+b)
Or y est solution, donc, pour tout u € I, on a

y'(u) = F(y(u))
d’otu ici

¢'(t) =y (t+k) =F(ylt+ k) = F(t))

i.e. ¢ est solution de I’équation [J
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9 Exercice 2 qui repose sur 'approximation faite grace & la définition de la dérivée et qui se traduit
* graphiquement par le schéma suivant : Ce qui se traduit graphiquement de la maniére

yiOn considére I’équation autonome 3’ = % suivante :

1. Montrer que y vérifie cette équation ssi

que y q Y(@k+41)

Je € R | y*(x) = 22 + 2c S Yk+1 - -
2. En déduire que I’ensemble des solutions de 1’équation est y(xg)
{y ] — ¢, +ool— V2V + z}
3. Vérifier que si y est solution sur I, pour tout k € R, on a, ¢ : t — y(t+ k) est encore
une solution sur J =1 — k. m Exemple 4
Avec I'équation y' + y = cosz + sin z, sur un intervalle [a, 8], on a , pour h = B=a
Solution "
Yk+1 = Yk + h(cosag +sinxy —yi) VEk € [0,n —1]
1. On observe que y = i & Yy=1 & (2 =1

izl Sl Glmo & et ol on constate que les approximations deviennent en effet logiquement meilleures quand

JeeR |y’ (z) =2 :
cE€R[y(e) =2w+c le nombre n de points augmente :

2. Pami les possibilités définies précédemment, il nous faut 2x + 2¢ > 0 sur tout ’ensemble

de définition afin que la racine soit bien définie et 2x 4 2¢ # 0 afin que y ne s’annule pas Approximation de y'+y=sin x + cos x avec n=>5 ) ?pproximation de y'+y=sin x + cos x avec n=10
et soit bien dérivable, d’ou les solutions 34 — sol exacte ’
—@— approximation 1.0
{y:] — ¢, +oo[— \/§Vc+x} 2 051
3.Sik e Rety:]—c +oo[— V2v/c+z une solution, on a ¢ : t € J — y(t + k) = H 001
V2ve+k+x =+/2y/C + x qui est bien définie et dérivable et est bien solution. 04 o]
-1 -1.0 —— sol exacte
—&— approximation
. . . . g 24 . . : . , —154 . . . : B
11 Résolutions graphiques : méthode d'Euler e R
Approximation de y'+y=sin x + cos x avec n=30 Approximation de y'+y=sin x + cos x avec n=100
. . . . . 1.0
On rappelle (cf TP d’informatique) que 'on peut obtenir graphiquement des approxima- .01
tions de courbes de solutions grace a la méthode d’Euler, que vous devez connaitre (mais 0.5 0.5
dont l’énoncé est censé étre rappelé en cas d’utilisation.) 0o
0.0 0
Théoréme 95 Méthode d’Euler
—0:5 1 -0.5
—— sol exacte - sol exacte
Soient y une solution de (E) sur un intervalle [, 8] et n un entier naturel non nul. o ' ' " approximation -10{_ ‘ ‘ " epproximation
Soit ensuite (Yr)refo,n] lo suite finie définie par : 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Yo =y(a)
_ B-a
h ===

Yk+1 = Yk + AE(yx) Vk € [0,n—1]
Alors, pour tout k € [0,n], sin est assez grand, on a :

yk ~ y(k)

87 — Equations différentielles autonomes —



111 Exemples de résolutions en dynamique des po-
pulations

& NOMBRE D’INDIVIDUS

Dans tous les exemples de cette section, on note N(t) une fonction positive que 'on
% suppose dérivable et qui désigne le nombre d’individus dans une population donnée,

a Uinstant t (Le nombre d’individus peut étre non entier.)

H='1 Modéle de Malthus

Explications : Dans ce modéle attribué a Thomas Malthus, on considére une population

isolée et sans contrainte, au sens suivant :
e espace et nourriture illimités,
e absence de prédateur,

e resistance aux maladies, etc. . ..

On note r le "taur de croissance” de l’espéce. On veut traduire le fait que plus il y a

d’individus, plus ils se reproduisent vite.

¢ Définition
Dans le modéle élémentaire de Malthus, on estime que

N'(t) = rN(t) Vt>0

On obtiendra un graphique du type suivant avec r =0.5et r=1:

600 -
80000 A
500 A

400 60000 -

S~ N~ = = =~
NN T
SN S~~~
SN NS SN~ ~

300 A
40000 -

20047 s ¢ s 1 0 s 0 st s sr s o S
,,,,,,,,,,,,,, 20000 1

1001

? Exercice 3
BY

ontrer que les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions

N :t >0~ N(0)e"

Solution
1l s’agit d’une équation différentielle homogéne de type y' = ”constante”.y. D’aprés le
cours, on connait ses solutions. Elles s’écrivent

N(t) = Xe™
avec A\ € R. En prenant ¢ = 0, on trouve
. N(0) = A’ = A
D’out la solution.

L

II=-2 Modéle Logistique

Ezxplications : Dans ce modéle attribué a Verhlust en 1836, on considére une population
isolée du méme type que le modele de Malthus, mais avec une contrainte environnemen-
tale, au sens suivant :

e nourriture illimités, absence de prédateur, resistance auxr maladies, etc. . .
e mais espace limité.

On note r le "tauzx de croissance” de ’espéce et K la capacité d’accueil du milieu.

gf Définition

‘ Dans ce modéle, on estime que N'(t) =r (1 — %) N(t) ¥Yt>0

Commentaires :

e Quand N est inférieur a la capacité du milieu, on a 1 — % > 0. Ainsi N’ >0
et la population augmente.

e Quand N est supérieur a la capacité du milieu, on a 1— % < 0. Ainsi N’ <0
et la population diminue.

e En revanche, quand N est proche de la capacité d’accueil du milieu (par valeurs
inférieures), la croissance ralenti de plus en plus. On a

N(t
SiN(t)zKalorsl—%zO et donc N' ~0
La population stagne

o Tant que N est loin de K par valeurs inférieurs, 1 — % ~1,onaN ~rN.
Le modéle est proche du modéle de Malthus et tout se passe & peu prés comme
si lespace était illimité.
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On obtiendra un graphique du type suivant avec r =0.5et r=1:

3. Les techniques de cours habituelles donnent comme solutions & ’équation homogéne les
r=0.5 fonctions
T

-2 N R T T T Y T Y Y Y Y Y U W W L N N Y 81

20:t>0— e "
On cherche comme solution particuliére une constante qui est

B
K

Yp 1t >0

Ainsi, les solutions générales sont de la forme

1
o . z(t) 1t >0 Xe t+?
0 2 a 6 8 10 0 2 a 6 8 10 avec ainsi .
Nt):t>0+—» ———
( ) - )\e—rt + %
la condition initiale en ¢ = 0 donne
? Exercice 4 1 1 1
: NO)=———— & At—=——
— O ==+ 1 K~ N(0)
1. Montrer que N : t — 0 et N : t — K sont des états stationnaires du modéle. o Ao 1 1
2. Supposons que N ne s’annule pas. Poser pour tout t > 0, z(t) = ﬁ Montrer que N() K
N(t) D’ou le résultat :
t T
N@#)=r(1-—2 ]| N(t = —
(t) r< K) t) & =z rZt % N £ 00 1 K

1 1) - T (K _
(m_?)e’rt“r? (W—1>e”+1
3. En déduire que solutions du modéle logistique sont :
4. Les états stationnaires sont ceux ot la dérivée est constante égale & 0. Ce sont donc ceux

K qui répondent a ’équation
N:t>0~ ( N (t))
2 5 _ r{l-— N(t)=0
1+ (W — 1) e~rt K
Ce qui se passe ssi
4. Justifier qu’il n’y a pas d’autres états stationnaires. N:its0 VE>0 ou N:te K Vi>0
Solution |
1. Trivial car on obtient bien 0 = 0 en réinjectant.
2.0naz =—2;. Ainsi, H='3 Le modéle de Gompertz
N(t) =r (1 B N(t)) NE) o N'(¢) _.r (1 B N(t)> Explications : Gompertz introduit en 1825 la notion d’évolution du taux de mortalité
K N2(t)  N(t) K avec ’dge avancant, avec capacité du milieu limitée.
,
s —2Z@) =rzt) — = PP
®) O-% # Définition
D’ou I'équation équivalente 2’ = —rz + %. Avec les mémes notations que le modéle logistique, il introduit I’équation :

N'(t)=rln <%) N(t) Yt>0

Pour tout N application qui ne s’annule pas.
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On obtiendra un graphique du type suivant avec r =0.5et r=1:

r=0.5
P20 I N Y Y VY W W W W W W W O W O U U W WY 20.0 A

SN2 D\ T T Y Y Y Y VO VO VO W O W U W U W WY 175

15.0 4 15.0 1

12,5 {3 1254

10.0 10.0 1

7.5 754,

5.0 5.0 1

2.5 A 2.5

0.0 4 0.0 4

Commentaires :
Dans Uhypothsée o r >0 :

e Quand N est inférieur a la capacité K du milieu, on a In (%) > 0. Ainsi

N’ > 0 et la population augmente.

e Quand N est supérieur a la capacité K du milieu, on a In (%) < 0. Ainsi

N’ < 0 et la population diminue.

e FEn revanche, quand N est proche de la capacité d’accueil du milieu (par valeurs
inférieures), la croissance ralenti de plus en plus. On a

K
Si N(t) ~ K alors In | —— ) ~ 0 et donc N' ~0
N(t)

La population stagne.

? Exercice 5

On pose ici r > 0. On rappelle que dans notre modéle, N ne s’annule pas et est donc
> 0.

1. Déterminer le/les éventuels états stationnaires.

2. Poser pour tout t > 0, z(t) = In (N(¢)). Montrer que ’équation de Gompertz équi-
vaut a

Z+rz=c
avec ¢ une constante a déterminer.
3. Résoudre I’équation en z.

4. En déduire que pour toute condition initiale N(0) > 0, la solution du modéle logis-
tique est :

rt

N:t>0— Ke "voe

L
90

Solution
1. Les états stationnaires sont ceux ol la dérivée est constante égale & 0. Ce sont donc ceux
qui répondent a 1’équation K
rin (W) (t)=0
Or, comme on a supposé N (t) non nulle, il ne reste plus que In (L) = 0, c’est-a-dire

N(©)
N:t— K Vt>0

!
2. On a 2/ = &-. Ainsi,

N'(t) =rln (%) N(t) < ]]\\[]/((f)) =rln (%)

D’ou 'équation équivalente | 2/ +rz = rIn K.

3. Les techniques de cours habituelles donnent comme solutions & I’équation homogéne les

fonctions -
zo:t >0 e '

On cherche comme solution particuliére une constante qui est
Yp:t>0—InK

Ainsi, les solutions générales sont de la forme

2(t):t >0 X+ InK

4. Comme N = e*, on déduit de la question précédente :
N(t):t> 0 e HEK

La condition initiale en ¢t = 0 donne
N(O) _ eAc*TOHnK o N(O) — MK
< A+ InK =1In(N(0))
K

& /\:ln(N(O))—an:—lnm

D’ou le résultat :

—rt

—rt K
N(t):t>0~ ORI "R O

— Equations différentielles autonomes —



VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

1 Généralités

I-1 Définition
[
gf Définition

On appelle variable aléatoire réelle discréte toute variable aléatoire X : Q2 — R
telle que Supp(X) soit indexé par un sous-ensemble de N.

Remarque :

by

étre indexé par un sous-ensemble de N signifie simplement que I’on peut "étiqueter"
les valeurs de Supp(X) avec des valeurs entiéres.

m Exemple 1
On lance un dé une infinité de fois. L’ensemble 2 des résultats possibles est
Q = [1;6]"
On s’intéresse maintenant au rang d’apparition du premier "6". On pose alors

X: Q0 — R

rang d’apparition de 6 si 6 apparait au moins une fois

w .
0 sinon

X est une variable aléatoire discréte car Supp(X) = N* C N, et méme X (Q2) = N.

m Exemple 2
On note ) ’ensemble des tailles possibles d’une plante donnée. On pose
X: Q0 —- R

(=1t

w = T

Alors X est une variable aléatoire discréte, car Supp(X) = {(;i)ln

| ne N}.
Cet ensemble est indexé par N.
On lance deux dés a 6 faces de maniére indépendante et on note S la somme des

deux dés. On a alors

Supp(S) =[2,12] C N
f Remarque :

I Toute variable finie est discréte.
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1-2
n

f Remarque :

De maniére générale, la loi d’une variable aléatoire est caractérisée par sa fonction
de répartition. Néanmoins, dans certains cas particuliers, la loi peut étre exprimée
de maniére plus concise. C’est le cas des variables aléatoires discrétes.

Loi d'une v.a.d.

Commentaires :

Comme Supp(X) est indexé par un sous-ensemble de N, il en va de méme pour tout
B C Supp(X). Dans ce cas, {(X = k)}rep est un systéme complet d’évévement de
B, d’ou
P(XeB)=)Y P(X=k)
keB

Pour obtenir une probabilité quelconque, il suffit donc de connaitre uniquement [’en-
semble des P(X = k).

m Exemple 3

Si X est le rang de premiére apparition du 6 dans une série de lancers indépendants

“+o0
d’un dé, alors la probabilité que le 6 arrive a un rang pair est >, P(X = 2k).
k=1

# Définition
On appelle loi de la v.a.d. X Pensemble noté L£(X) constitué de
* Supp(X);
e lensemble des P(X = k) avec k € Supp(X).

m Exemple 4

On s’intéresse encore une fois au rang de premiére apparition de 6. Avec 2 =
{1,2,...,6} l'univers de départ, on avait posé

X: @ — R

= rang de premiére apparition de 6 dans w si 6 apparait
w
0 sinon

Avec les différents calculs qui ont été faits précédemment, la loi de X peut s’écrire

Supp(X) = N,
ou 5 el
p(X =n)= () 5

— Variables aléatoires discrétes —



Commentaires :

Si on prend maintenant B = Supp(X), {(X = k) resupp(x) €st un systeme
quasi-complet d’évévement, on a :

1=P(X € Supp(X))= >  P(X=k)

keSupp(X)

On va maintenant voir comment c¢a se passe "dans l’autre sens” :

Proposition 96

Etant donné un sous-ensemble I de N, pour toute suite (p;);cs et toute suite (z;);er
de réels, telles que
pi=0 Viel

Zpi

i€l

converge et de somme totale 1

Alors il existe une variable aléatoire X telle que

Viel

{Supp(X) ={z; |iel}
p(X =) =pi

Démonstration : admise. [

m Exemple 5

On pose p; = QL pour tout ¢ € N*. Alors il existe une variable aléatoire X telle que

P <X = (ei)n> = Qin

e 2 >0 pour tout i € N*.

VYn € N*
En effet, on a :

e X 2% qui est une série géométrique convergente, de somme totale
neN* +00 1 1 +oo 1 1 1

? —
=1

24=2 21-3

& CONFUSION

Si X et Y ont méme loi, elles ne prennent pas forcément la méme valeur en méme
temps.

m Exemple 6
On note X et Y les résultats des lancers de deux dés équilibrés distincts. X et Y ont
méme loi, mais n’ont pas toujours méme valeur. (On sait bien par expérience que les
doubles ne sont pas systématiques!)
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I-3  Fonction de répartition

Voyons maintenant que la donnée de la fonction de répartition et de ladite "loi" précé-
dente d’une variable aléatoire sont équivalentes. Rappelons pour commencer la définition
d’une fonction de répartition d’une variable aléatoire :

# Définition
Etant donnée une variable aléatoire X, on appelle fonction de répartition de X la

fonction

Fx: R = [0,]1]

t = P(X<4)

m Exemple 7

Reprenons ’exemple de premiére apparition de 6 dans un jeté infini de dé équilibré.
La loi de X est résumée par : .
5\"" 1
Supp(X) =N* et P(X =n) = (6) 6 Vn € N*
esit <1, comme Supp(X) C [14+ oof,on a Fx(t) = P(X <t)=0
L] [t]
eSit>1, Fx(t)=p(X<t)=P(U X =k))=> P(X=k)
k=1 k=1
] Lt] k=11 1 Lt k=1
Dot F(t) = Y P(X=k = <5> 11+ (5>
k=1 k=1 \6 6 6,=\6
1 M—l(s)f 11— ()W (5>“J
5
j::l 6 /=0 \6 6 1-3% 6
Conclusion : W
0 sit<0 ,_(°—<°_2_
Fo(t) = L¢] HH'_‘
X< ) 1-— (2) sit>0 —C

ol 1.2 3 4 5 6 7 8 9

On observe que la fonction est "en escalier”. C’est le cas de maniére générale dans le

cadre des v.a.d. :

Propriété 97
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Soit X une variable aléatoire discréte. Alors sa fonction de répartition Fy est
constante sur chaque intervalle [z;, x;41[ tels que Supp(X) = {z; | i € I} avec
z; < T;41 pour tout <.

Demonstration :

Soient x,y € [x;, x;41[. Quitte & échanger x et y, on peut supposer z < y. On a
Or. Fla)=P(X<z2)=PX<z2)+Pla <X <y)

0K Plr< X<y <Pl <X<wx1)=0
Dot F(z) = P(X <y) = F(y). O

Voyons maintenant ce que signifient les points de discontinuité :

f Remarque :

Soit F'x la fonction de répartition d’une v.a.d. X. Alors,

p(X =1t) =p(X <t) —p(X <t)
Ce qui veut dire que :
p(X =t) # 0 si et seulement si ¢ est un point de discontinuité de Fx
et
p(X =1t) est la "hauteur" de la discontinuité de la fonction de répartition en .

De la remarque précédente, on tire :

Propriété 98

Soit F' une fonction de répartition d’une variable X, constante entre ses points de
discontinuité notés D indexés par un sous-ensemble de N. Alors

Supp(X) =D
et X est une variable discréte.

Démonstration :

Le résultat D C Supp(X) est immeédiat d’aprés la remarque précédente.

Afin de ne pas faire appel a de la technicité inutile, on se contera de constater ici,
que comme la fonction est constante sur chaque intervalle entre les valeurs de D,
on a

Z P(X = z) = "hauteur totale entre 0 et 1" = 1

zeD
et donc Supp(X) =D O

Corollaire

Deux v.a.d. ont méme loi si et seulement si elles ont méme fonction de répartition.
Démonstration : admise. []

Vous devez savoir passer d’une fonction de répartition a la variable discréte et
réciproquement.
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11  Exemples fondamentaux

Rappel :
Soit Qo = {zx | kK € I C N}. On rappelle que la loi de X est entiérement définie si

Zp(X::L'k) =1

kel >0

Dans ce cas, Supp(X) = Q.

H.-l Rappels de Probabilités finies

II.1-a) Loi uniforme

# Définition et Proposition

Soit N € N, Qo ={zx | k=1,..., N} un ensemble fini de cardinal N. On dit que
X suit une loi uniforme sur Qg si
1
Supp(X) =Qo et p(X:xk):N Vk=1,...,N
On écrit
X — UQO
Démonstration :

La suite (px)reqa,...,n} définie par pp = p(X = xy) est positive et

N

o 1 1
Zp/‘. = Z T = :\v? = l

0 k=1 k=1

Modélisation : Cette loi modélise la survenue équiprobable de N événements (X =
$1>,...,(X:J}N).

m Exemple 8

On lance un dé une fois et on note X le nombre obtenu. Alors X suit une loi uniforme
sur Pensemble Q = {1,...,6}.

FORMULE

2 La loi uniforme est la seule loi pour laquelle on peut affirmer que pour tout A dans

— Variables aléatoires discrétes —



Supp(X), 4

p(X €4)= card(Q) "
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*x pour @ ={1,...,6}: On donne ci-dessous quelques exemples de répartition de lois binomiales :

Diagramme de probabilités : Fonction de répartition :

Diagramme de probabilités : Fonction de répartition :
03 1
. 04

L

03

0,2 1 —_— 1 —
[ 0,2 T
0,1 1 T 01 o
R 0
0 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6 7 8 4
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

*x n=5p=0,8:
I1.1-b) Loi binomiale B(n;p)

Diagramme de probabilités : Fonction de répartition :
Dans cette section, on se donne p € [0;1] et n € N*. os
# Définition et Proposition -
(MpF(1—p)=* sike{0,1,...,n} 0 —

Soient k € N et p, =
sinon

On dit que X suit une loi de Bernoulli de paramétre n et p si
* n=50p=0,6:

Supp(X)=40,...,n} et X=k= vk € N.
pp(X0) =1 ) P ) =P Diagramme de probabilités : Fonction de répartition :

redondant

On note on ~
X = B(n;p) -

o4 ll Il lo 10 20 30 40 50
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Démonstration :

(pk)ken est une suite positive telle que E pr=1.0
neN

H.-2 Loi géométrique

e Définition et Proposition
Modélisation : Cette loi modélise le nombre de succés dans une succession d’épreuves % ) p ] ' ) ]
de Bernoulli indépendantes, ou la probabilité de succés a chaque étape est p. Soit p €]0; 1[. On dit que X suit une loi géométrique sur N* de paramétre p si

Supp(X)=N* et p(X=k)=(1-p*'p VkeN"

On note

m Exemple 9

On lance n fois un dé et on compte le nombre d’apparition du chiffre 1. Alors X suit
une loi binomiale B(n; §).

X < Gn-(p) ou X <= G(p) |
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Démonstration :

* Tout d’abord, (1 —p)¥~1p > 0 pour tout k € N*.

* Pour vérifier que c’est une mesure de probabilité discréte, il suffit encore de véri-
—+oo

fier que > (1 —p)¥~1p =1, ce qui est vrai par somme totale de série géométrique
k=1

convergente. [

Modélisation : Cette loi modélise le rang de premiére apparition d’un événement de

probabilité p dans une suite infinie de tirages indépendants.

m Exemple 10

On jette indéfiniement un dé équilibré et on s’intéresse & la premiére apparition
R 1
du chiffre 1. A chaque tirage, la probabilité d’apparition de 1 est p = 3 Ainsi, on

introduit la variable aléatoire X définie de la maniére suivante :

{0
X =
2

La loi de X est donc G ( >

si 1 n’apparait jamais.

si 1 apparait au rang k pour la premiére fois.

1
6

On donne ci-dessous quelques exemples de diagramme de probabilités de lois géométriques :

p=0,6:

07
06
05
04
03

0,2
0,1
II.

0

1234567 891011121314151617181920 12345678 91011121314151617181920

Propriété 99

Soit p €]0;1[. La fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi G(p) est
définie par

1 (1 gy

F(t) = {
0

sit>1

sinon

Démonstration :

e Sit <1, comme Supp(X) = N* il est clair que
0<F(t)=PX<t)<PX<1)=0,

d’ou F(t) = 0.
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eSit>1l,ona F(t)=P(X<t) =

Lt]
= P(X =k) (o-add.)
k=1
Lt]
- p)k—1 — pl=(-p
= AZ::I p(1 —p)* *PTI,,)
O = 1-(1-pW

¢ Définition et Proposition

Soit p €]0;1[. On pose X et Y deux variables aléatoires telles que

X<=Gp) e Y=X-1
alors
Supp(Y)=N et P(Y=k)=(1-p)*p VEeN
On note | Y < Gn(p) |et on dit que Y suit une loi géométrique sur N de paramétre
p.
Démonstration : exercice. []

Modélisation : Y modélise ici le nombre d’échecs avant I’apparition du premier
succes.

Propriété 100 d’absence de mémoire

Soit X suivant une loi G(p). Pour tout n,m >0, on a

Pxsn(X >n+m)=P(X >m)

Commentaires :

On peut interpréter ceci de la maniére suivante :

“X ne s’épuise pas.”

Si X correspond par exemple au nombre de minutes d’attente avant de réussir a attra-
per un vendeur dans une boutique, quelqu’un qui déja attendu n minutes a exactement
autant de chance d’attendre encore pendant un temps de m minutes supplémentaires
qu’une autre personne qui vient d’arriver. (Il n’y aurait donc pas ici de file d’attente
et chaque personne serait servie de maniére aléatoire. Oui, c’est particulierement
injuste mais c’est la vie quelquefois!)

— Variables aléatoires discrétes —



H.'3 Loi de Poisson Propriété 101
_ La fonction de répartition d’une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson
¢ Définition et Proposition P(A) est définie par N
Soit A €]0; +00[. On dit que X suit une loi de Poisson de paramétres A si F(t)=1- /0 e‘“w du
)\k
Supp(X) =N et p(X =k)=¢* o Vk e N
—_—— !
redondant
On note
X <P\
Démonstration :

Les p(X = k) sont clairement positifs et d’aprés le cours sur les séries, on sait que
]S'

>_ 77 est convergente, avec
/{'. “+o0 AA,

k!
k=0

(’,/\.

d’ou

—+oo

Y P(X=k=1
] k=0

Modélisation : Cette loi modélise généralement une fréquentation.

m Exemple 11

On compte le nombre X de clients & un guichet pendant un laps de temps 7. En
général, on suppose que X < P(A), ou A est le nombre moyen de client pendant un
temps 7.

On donne ci-dessous quelques exemples de diagramme de probabilités de lois exponen-

tielles :
A=2: A=10:

0,2

Nl P ,

01234567 891011121314151617181920 01234567 891011121314151617181920

01

97 — Variables aléatoires discrétes —



Démonstration :

A o
e Montrons par réccurence la formule F(n) = 1 — / e “— du pour tout entier
. () 71.
neN:
Initialisation : Soit n = 0.
; A0
D’une part, F(0) = P(X =0) = e o= e
A 2,0 by
) —u W —u —u]A A
D’autre part, on a/ e adu :/ e tdu=[—e }0 =—e "+1=1-F(0).

Hérédité : Supposons la formule vraie pour un n € N et montrons qu’elle reste
vraie pour n + 1.

A T
On a donc 1 — F(n) = / e — dz. L’intégration par partie

0 n.

u=e¢ 7 u =—e"
, :L.n, w71+1
vV = — v =
n! (n+1)!
donne alors
pn+l 1A A ol
1—F(n)= ee L | / B S
m+D, Jo (n+1)!
Or,
$71,+1 A N )\71,+1
| =" ——— =P(X = 1
{ CE ] R T A
D’ou
A ‘,L,’rH»l
1= F(n)+ P(X =n+1 +/ e T gy
) ( ) Jo (n+1)!
F(n+1)
Ce qui donne bien I’égalité attendue
A £E71+1
Fn+1)=1- / —e '———dx
. Jo (n+1)!
f Remarque :

Cette fonction de répartition n’est en générale pas utilisée car pour calculer F'(¢), il

[t] [t]
faut faire des IPP, ce qui revient a calculer F(t) = Y p(X = k) =e > Y ),‘c—?
k=0 k=0
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111 Espérance et variance

# Notation :

Dans toute cette section, pour des raisons d’écriture, on supposera que X est une
variable aléatoire telle que

Supp(X) C{zr € R | k €N, avec les zj 2 a 2 distincts.}

quitte & avoir en réalité un sous-ensemble A d’indices tels que que p(X = xx) =0
pour tout k € A.

m Exemple 12

Si X est une variable qui suit une loi uniforme sur {1,...,8}, on aura Supp(X) C N,
ie.x; =1 Vi€ N, mais avec

P(X=2z)=0 siz=0o0uz>9

III-1  Espérance
|

Commentaires :

En mécanique, le barycentre de points pondérés est un point d’équilibre de la struc-
ture. De méme, pour une v.a.d., on peut définir la notion de barycentre o travers
lespérance.

¢ Définition et Proposition

Si la série Y |zg| p(X = xx) converge, on appelle espérance de X et on note E[X]

keN
= Zxk p(X = xy)

la valeur (bien définie)
keN

et cette valeur ne dépend pas de ’ordre des xy,.

Démonstration : admise. [

m Exemple 13
On admet qu’il existe o € R tel qu’on ait une variable aléatoire X vérifiant
P(X = (-1)"'n) = % VneN
Montrons que E[X] existe. "
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o Etude de la série S = > [(=1)"™n|P(X = (—1)""!n) :

Ona S=a) -5, qui est une série convergente (ezo), donc E[X] existe.
° Valeur de E[X] :
On sait alors que

4o +oco +o0o

E[X] = Z(f'l)”HuP(X =(-1)""n) =a Z(f'l)”*]lz% =a Z (712)”

n=1 n=1 n=1

pour information (HP), on a alors

Remarque :

Il est nécessaire de vérifier la convergence absolue, et ceci pour plusieurs
raisons (dont le bon fonctionnement de certaines propriétés) mais surtout, dans un
premier temps, afin que la notion d’espérance soit bien définie de fagon
unique. En effet, observons ’exemple suivant :

Soit X une variable aléatoire telle que Supp(X) = { (—1)"n | n € N*} ainsi que,
——

(pour o = %2),
P(X = (-1)"*'n) = —~

(on admet que ceci définit bien la loi d’une variable aléatoire.)

Alors d’une part la série des valeurs absolues :
1 1
§ |$k|p E | n+1n|ﬁ = E ﬁ
keN* keN* keN*
est divergente et d’autre part, la série "sans" valeur absolue

Zxkp(X:xk): Z( H"tin f*az

keN* keN* keN*

n+1

est convergente.

On pourrait donc imaginer qu’il existe quand méme une "valeur moyenne", sauf qu’il
se pose néanmoins un gros probléme : la somme totale de cette série dépend de 1'odre
dans lequel on aditionne les xip(X = xy)!

En effet, souvenons-nous que nous avions étudié cette série graphiquement dans le
premier chapitre et nous avions constaté qu’en réorganisant ’ordre des termes de la
série, nous n’obtenions pas du tout les méme sommes totales. On obtiendrait donc
plusieurs valeurs d’espérance possible! Ce qui est tout a fait impensable.
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Commentaires :

Un des résultats les plus importants concernant le traitement des espérances est le
théoreme dit "de transfert” énoncé ci-dessous. Il permet, pour toute v.a.d. f(X), de
se ramener & la loi de X au lieu d’avoir & calculer la loi de f(X) (pas toujours
simple.)

Théoréeme 102 de transfert

Soient
s [ un intervalle (ou réunion finie d’intervalles) contenant Supp(X)

m g: I — R une fonction définie sur Supp(X)

Alors, E[go X] existe ssi si la série Y g(xr) p(X = xy) est absolument convergente.
Alors on a

Elgo X] = Zgl‘k = zi)

Démonstration :

(idée de dém.) On note ¥ = g o X. Alors, par composition d’application, Y :
Q — R est une v.a.d. sur . Par définition, 'espérance de Y existe si la série
> yesupp(y) ¥ - P(Y =y) cv absolument.

D 2

yESupp(Y) weN,Y (w)=y

> X

yESupp(Y) weR,go X (w)=y

lyl p(w) =

>

yeSupp(Y)

lyl-p(Y =y) =

mais les X (w) sont les zj. En réorganisant différemment la double somme (dont
la convergence est a prouver, ce qui est HP), cette valeur est égale a

D

keN

S Jg 0 X (w)[p(w) =

|go X (w) [p({w}) | =D lg(z)| p(X = ax)
we)

)
:) kEN

weX 1 (xzy g(z1)

Cette somme est convergente, donc celle de départ I'est aussi et donc E[Y] = E[goX]
existe. En rétirant les valeurs absolues et en réitérant le raisonnement, on prouve
I’égalité des espérances. [

|go X (w)|p(w)

100

? Exercice 1
lisoit X < G(p) ot p €]0,1[ et Y = . Montrer que E[Y] existe ssi p > 1 — e L.
Solution

D’apres le théoréme de transfert, E[Y] existe ssi la série > e"P(X = n) converge. Or,

neN*
Y e"P(X=n)= Y e'p(l-p)"" "l=ep ) (e

=ep E (e(1—
neN* neN* neN* 1€EN

Ainsi, la série converge ssi |e(1—p)| < 1, 1i.e. e(1—p) < 1, ce qui revient ensuite a p > 1—e 1.

Propriété 103

Soit X une v.a.d.

m E[X] existe si et seulement si E[| X|] existe.
m Si E[X] est finie, alors |E[X]| < E[|X]]

Démonstration :
m La fonction = +— |z| est continue. Ainsi, d’aprés le théoréme de transfert, E[|X|]
existe
ssi la série E P(X =

|xk| converge absolument,

autrement dit,

ssi la série E P(X

On constate que c’est exactement la condition d’existence de E[X].

|xk| converge.

m Supposons que E[X] existe. Alors E[|X|] aussi. De plus, par théoréme sur les séries
absolument convergentes,

- Z ‘Lkp(X

keN

= k) E[lX1]

transfert

xg)| < Z |zg| p(X

keN

(]

Propriété 104 Cas particuliers

Soit X une v.a.d. et a,b € R (finis!)

m Si Supp(X) = {a}

)=
m Si Supp(X) C [a,b], (ie. a<
alors E[X] existe et a < E[X] < b

(ie. X=0a p.s.) alors E[X] = a.
<b ps.),
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Démonstration :

m trivial, exercice.

m Ceci est conséquence de la proposition suivante. En effet, les variables aléatoires
constantes a et b ont des espérances qui existent. Ainsi, d’aprés la proposition sui-
vante, on obtiendra

Ela] < E[X] < E[D].

le iii) de cette proposition permet de conclure.

O

m Exemple 14

Soit X une variable de support {%, n €N *} Montrer que E[X] existe.

On a Supp(X) C [-1,1]. Elle est bornée, donc son espérance existe (et d’ailleurs)
-1<E[X]<1

Propriété 105 de comparaison de variables positives

Soient X, Y deux v.a.d. positives définies sur un méme espace probabilisé. Alors :
Si X <Y et E[Y] existe, alors E[X] existe et 0 < E[X] < E[Y].

Démonstration

Théoréme 106

: admise. 0O

Soient X, Y deux v.a.d. définies sur un méme espace probabilisé et admettant une
espérance.On a :

A. Linéarité :

(A1) E[X +Y]=E[X]

(A2) E[NX] = AE[X] VAeR

B. Monotonie :

(B1) X >0 = E[X] >0
(B2) X2>Y — E[X] > E[Y]

(B3) X etY ont méme loi

Démonstration :

(A1) est admis. (A2) : appliquer le théoréme de transfert.
Pour la monotinue, utiliser les propriétés déja énoncées. [

f Définition

| On dit qu’une v.a.d. X est centrée si son espérance existe et E(X) = 0.

101

III-2 Moments
[ |

Commentaires :

L’espérance donne une caractéristique moyenne pour une v.a.d.. Avec les moments,
on pourra déterminer la dispersion autour de cette moyenne.

¢ Définition
Soit X une v.a.d. et » € N*. Si E[ X" | existe, on appelle moment d’ordre r la valeur :
E[X"].
m Exemple 15

| Le moment centré d’ordre 1, s’il existe, est E[X].

Propriété 107

Sila série ) ] p(X = zy) converge absolument, le moment d’ordre r existe et

neN 400
E[X") =) afp(X = zx)
n=0

Démonstration :

C’est le théoreme de transfert appliqué a g(z) = 2". O

Théoréeme 108

Soient X une v.a.d. et r € N*. Si le moment d’ordre r de X existe, alors le moment
d’ordre v’ existe pour tout v’ € {1,...,r}.

Démonstration :
Soient r € N* et/ € {1,...,r}.
Supposons que E[X "] existe, c’est-a-dire que la série Y |zi|" p(X = z) converge.

keN
. J r
* Si x| > 1, alors, comme 7’ < r, on a |xg|" < |z
. . s
* Sinon, si |zk| < 1, |zg|” < 1.
Autrement dit, dans tous les cas, on a que
! P .
|oe]” < max(1,|ze|") <1+ |2p|"
’
P A — 1 — o L —
lze)” p(X = 2z) < p(X = xp) + |2k "p(X = 1)
qui sont tous deux des termes généraux de séries convergentes. Par somme de séries
convergentes, la série de terme général p(X = xy)+|xr|"p(X = x1) est convergente,

. . P N e ep L. .
puis, par comparaison de séries a termes positifs, la série Y |zp|" p(X = xi) est
keN

d’ou

convergente. [
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Démonstration :
f Remarque :

L i Si le moment d’ordre 2 existe, alors E[X] existe également. Le reste n’est qu'un
Dans la propriété, on peut remplacer la v.a.d. X par la v.a.d. X — a pour un réel a

fixé, on obtient sous réserve de convergence absolue,

+oo
E[(X —a)] = p(X = a3) (v — a)".
n=0

petit calcul simple.
V(X) =E[(X - E[X])’] = E[X* - 2E[X]* + E[X]’] = E[X?] - E[X]
O

¢ Definition Propriété 110
Soit X une v.a.d. et r € R*. Si E[ X" ] existe, on appelle moment centré d’ordre r la
valeur (bien définie : admis).

- Soient X une v.a.d. admetant un moment d’ordre 2, et a,b € R. Alors, on a
E[(X —E[X])"]

m X est constante (en loi) si et seulement si V(X) = 0.
s V(aX)=a?V(X).

I11-3 ;
- Variance . V(X +b) = V(X).
JP Démonstration :
¢ Définition
Soit X une v.a.d.. Si E[ X?] existe, le moment centré d’ordre 2 de X existe. On m * Supposons que X est constante, par exemple X = a. Alors E[X] = a. D’on

Pappelle variance de X. Elle est notée
. V(X) = E[(X ~ E[X]) = E(0) =0
V(X) =E[(X - E[X])7]
* Supposons que V(X) = 0. Notons Y = X — E[X]. Montrons que Y est nulle, ce

La racine carrée de cette valeur, notée qui montrera que X = E[X], c’est—=a=dire que X est constante.
o(X) = VV(X) . . o - o
Notons Py = ) pid., laloi de Y. Par hypothése, E[Y “] existe et vaut 0, c’est-a-dire
est appelée écart-type de la variable X. que la série :sz, converge de somme 0.
keN

C’est une série de terme positif, tous les termes sont donc nuls, i.e. la seule valeur

@7 Définition possible de Y est 0.

m On sait que X —E[X] admet un moment d’ordre 2. En multipliant par une constante,
on ne change pas cet état de fait. Or, d’'une part,

| Une v.a.d. X est dite réduite si sa variance existe et V(X)) = 1.

Vocabulaire : Les v.a.d. E[a?(X — E[X])?] = a®E[(X — E[X])?] = a?V(X)
X —E[X] et XU_(—;F;‘—[)X] et d’autre part,
sont appelées respectivement variable centrée et centrée réduite de X. E{QQ(X - E[X})z] - E{(aX - “E[XDQ] - E[(“X - E[“XDQ} = V(aX)
m ezercice
Théoréme 109 de Konig-Huyghens 0

Soit X une v.a.d.. Si E[ X?] existe, on a

V(X) =E[(X - E[X])*] = E[X?] - E[X]?
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113-4 Exemples fondamentaux

Dans cette section, on récapitule les données obtenues sur les exemples classiques de loi

finies et disccrétes.

II1.4-a) Loi uniforme discréte

On se donne X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur {a,a + 1,...,b}, on

a,beZ,a<b.

b
BX) ="3°
2
n?—1 .
V(X)) = 5 oun=b—a+1 (HP)
Cas particulier,
* sia=1,b=neN* ona
1
E(X) _nt
2
* sia=0,b=neN* ona
n
E(X) =-—
(x) =14

II1.4-b) Loi de Bernoulli, B(p)

a

[ ]
a+1

On se donne X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. On a

P(X=0)=q et P(X=1)=p,

I11.4-c) Loi Binomiale, B(n;p)

ong=1-—p

On se donne X une variable aléatoire suivant une loi Binomiale de paramétre n,p (a

valeurs dans {0,...,n}.) On a

P(X =k) = (Z)pkq"‘k

Vk e {0,...,n}
E(X) =np
V(X) =npq

oig=1-—p

103

I11.4-d) Loi géométrique sur N* ou N

On se donne X une variable aléatoire suivant une loi géométrique (sur N*) de para-
métre p €]0; 1], c’est-a-dire que

On a

p(X=k)=(1 —p)k_lp Vk € N*

Démonstration :

On note ici ¢ =1 — p.

e Espérance :

x Convergence absolue de Y. kP(X =k)=p > k¢ 1:
keN= keN*

Tous les termes de la série sont positifs, la convergence absolue revient donc a la
convergence.

* Convergence et somme totale : On reconnait, & la constante p prés le terme
général de la "série géométrique dérivée" de raison ¢, avec

+o0 p p
o 1 1
E kbl = ——— = -

; 2
k=1 (l o (]) p
On obtient donc I'existence de 1’éspérance, avec

+oo 1

E[X] = Z k(1 —p)lp==

D
e Moment d'ordre 2 : k=1 I

Méthode 1 :

x Convergence absolue de Y kK?P(X =k)=p > k%¢"*1:

kEN* kEN*
Tous les termes de la série sont positifs, la convergence absolue revient donc a la
convergence.

* Convergence et somme totale : Observons que, comme g # 0

SR = > k(k—1+1)g""

k>1 k>1
= q> k(k—1)¢" >+ k¢!
E>1 E>1

Ou on reconnait deux séries géométrique “dérivée seconde” et “géométrique déri-
vée” convergentes et dont on connait les sommes totales. Alors la série converge (et
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donc l'espérance existe) et on a :

+oo +oo
kaqu—l _ kaZQk—l
k=1 k=1
+oo
= pgy k(k—1)qg
k=1

E[X?] =

+oo
k—2 +p Z qu,1

k=1
2 2
e =
-~ 2q +p 1 _2q+1—q q+1 2-p
(1-q® "(1-9?* (1-9¢)p? p? p?

Méthode 2 :
Veérifions lexistence de E[X (X —1)] :

E[X (X —1)] existe ssi la série Y k(k—1)p(X =
kEN*

termes de la série sont positifs, la convergence absolue revient donc & la convergence.

k) converge absolument. Tous les

Soit n € N. On a

n n

> k(k—1)p(X =k) =

k=1 k=1

P
k=2

S'VL

k(k = 1)p(1 —p)*!

Or, comme |1 — p| < 1, cette série converge. Ainsi, E[X (X — 1)] existe et vaut

+oo
EX(X —1)] = k(k—1)p(X = k) = p(1 - p) ’ _20-p)
k=1

1-Q1=-p)2  p?
De plus, on a
X?=X(X-1)+X
L’espérance de X (X — 1) et celle de X existent, ainsi, celle de X? existe également

et de plus, par linéarité de ’espérance,

1)+ E[X] = 2(1];17) +% _ 2p—2p

e Variance : X admet un moment d’ordre 2 et d’aprés la formule de Koenig-

Huyghens, on a

2
V(X)=E[X?] - - <1> :H%:%
. p P p p
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Si maintenant X est une variable aléatoire suivant une loi géométrique | sur N | de para-

métre p €]0;1], i.e

P(X=k)(1-p)p VkeN.
On a
E(X) = 1 1=4
p p
V(X) :% ong=1-—p
p
Démonstration :
On pose Y = X + 1. Alors Y — G(p), d’on
E[X] =E[Y]-1=2-1=2"P_4
p p p
et
V(X) =V(Y)
(I
II1.4-e) Loi de Poisson, P()\)

On se donne X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre A €]0; 4o0[.
On a

k
p(X =k)= — Vk e N
D’oul
E(X) =X
V(X) =X
Démonstration :
k
x Convergence absolue de Y ke > —
keN k!

Tous les termes de la série sont positifs, la convergence absolue revient donc a la

convergence.
AP AP
* Convergence et somme totale : > k = Z k — = o
ken k! I N R V==
+o0 /\
On reconnait une série exponentielle de paramétre A, avec E i et
=0
On obtient donc 'existence de I’éspérance, avec
)\
Z k e*’\ = e et =\
e Moment d'ordre 2 :
)\k
x Convergence absolue de Y. kZe™* o
kEN* k!

Tous les termes de la série sont positifs, la convergence absolue revient donc a la
convergence.
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* Convergence et somme totale :

)\k /\k
2 _ 272
kZ FaoT 2w
eN keN )\k
= X k(k—1+1) 2
keN* ) k
/\k Z . )\k
- k(k—1) > + -

On reconnait, a 'extréme droite, la série déja étudiée ci-dessus, on sait donc que
00 k
A
Y kT =aet
k!
k=0

k k
Zk(kq)%:ﬁz%

ke* keN*

De plus,

La encore, on reconnait une série exponentielle, avec
400 )\k
o \20A
D Kk —1) 75 =%
k=0
On obtient donc l'existence de 1’éspérance de X2, avec
E[X?] = A+ \?
e Variance :

X admet un moment d’ordre 2 et d’aprés la formule de Koenig-Huyghens, on a

V(X)=E[X?] -EX?=A+A2 -\ =)
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COUPLES DE VA. ALEATOIRES DISCRETES

CHAPITRE

Dans toute cette partie, on supposera données deux variables aléatoires discrétes X et Y,
ou on notera Supp(X) C {x;,i € N} et Supp(Y') C {y;,j € N}, avec les z; deux a deux
distincts ou de probabilité nulle, de méme que les y;.

1 Loi

I-1  Loi conjointe
[ |

¢ Définition
On appelle vecteur aléatoire discret toute n-liste (X1, ...

définies sur un méme espace probabilisé.
En particulier, si n = 2, on appelle (X7, X3) un couple de v.a.d..

, Xpn) devaad. Xq,..., X,

m Exemple 1
On lance un dé une infinité de fois et on note respectivement X et Y les premiére et
deuxiéme apparitions de 6, avec X = 0 si 6 n’apparait jamais et Y = 0 si 6 n’apparait
qu’une fois maximum. Alors (X,Y") est un couple de var. al. discrétes.

¢ Définition
Soit (X,Y) un couple de v.a.d. sur (2, P(2),p). On appelle support du couple (X,Y)
et on note Supp((X,Y)) tout ensemble S C (X,Y)(R) tel que P((X,Y) € S) =1.

<} Remarque :

Trivialement, on a
Supp((X,Y)) = {(X(w), Y (w)) | w € Q} € Supp(X) x Supp(Y')
ou, de maniére équivalente (en loi) pour les variables discrétes
Supp((X,Y)) = {(z,y) € Supp(X) x Supp(Y) | P(X = 2,Y =y) # 0}

m Exemple 2
On reprend 'exemple de X et Y resp. les premiére et deuxiéme apparitions de 6.
Alors

Supp((X,Y)) C{(x,y) eN* |y >2a}U {(z,0) | z € N}
—_————

le 6 apparait au plus une fois
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# Définition
Soit (X,Y’) un couple de v.a.d.. On appelle loi du couple (X,Y), ou loi conjointe des
variables X et Y Papplication
Pxyy: Supp((X,Y)) — [0;1]

(z,9) = p(X=z)n(Y =y))

m Exemple 3

Commengons a chercher la loi conjointe dans le cas de Uexemple précédent. (1 et
2éme apparition de 6.)

o Supp((X,Y)) ={(n,k) eN|1<n<k}UNx {0}
e Soient n, k € Supp((X,Y)). On cherche p(X =n,Y =k) :
* Sin =0, alors pour tout k e N, p(X =n, Y =k)=0:

En effet, on sait que X — G (é) et donc p(X = 0) =0, d’ot, comme (X =n,Y =k) C
(X =n), on a, pour tout k € N
d’onl

0<p(X=0Y =k)<p(X=0)=0, p(X =nY =k)=0

*Sil<n<k alorsp(X =n,Y =k)=¢"?p*, oip=1/6etqg=1—p:

En effet, posons A; ="le 6 apparait au rang i." Alors

p(X =nY =k)= p(m N Ao i NALN Ay A1 N Ag)

puis par indépendance des A; et parce que p(A;) = %, on a bien

6

p(X=nY =k = q.. -4 P q...q p= (1'771])(1}"71777'1) = (1"‘72])2
n—1fois den+1ak-—1

*SineN*", P(X=n,Y=0)=0:
C’est, ’événement "6 n’apparait qu’'une seule fois et c’est au rang n". Avec le systéme
complet {(Y =0)} U{(Y =n)}r>2, on peut écrire

+oo
P(X=n) = PX=nY=0+)» P(X=nY=k)
k=2
= PX=nY=0+ > ¢%
k=n+41

= P(X=nY=0)+p" "

(aprés calcul, laissé en exercice)

Dou P(X =n)=P(X =n,Y =0)+ P(X =n) et donc P(X =n,Y =0)=0

(Ce résultat peut se rédémontrer un peu plus rapidement a l'aide des loi conditionnelles.)

e Conclusion :
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Supp((X,Y)) ={(n,k) e N?> | 1 <n <k}

P(X=nY =k =p?¢" 2 sil<n<k

m Exemple 4
Avec les variables de l'exemple précédent, calculons P("X + Y impair") :

Par la décomposition en parité différente, on a
P("X +Y impair") = P("X pair et Y impair") + P("X impair et Y pair")

A

Or, comme P(Y =1) =0, 0n a {(Y =25+ 1)},en+ sys. compl. de "Y imp.", d’ou

+oo foo
P<X pair N (UY2j+1>> :ZP X pair,Y =25+1

Jj=1 Jj=1 )
Aj

P(A) =

J
= <Z P(X =2i,Y =25+ 1)) car {(X = 2i)}i=1...j sys. g-c. de A;.

Jj=1

3

i=1

j +oo
= ( P! 2) =p’qy_jd*)y !
j=1

j=1 \i=1

8

1

- Py =P
(1 —¢?)? (1-9)*(1+9)?
q
= : carl—qg=p
(1+9)? o
et de méme (laissé en exercice), on a
1
P( "X impair, Y pair") = -
( pair, Y pair") e
D’ou la probabilité finale :
qg+1 1

P("X +Y impair") = i+ g7 =7 i

Loi marginale

I-2
|

¢ Définition
Soit (X,Y) un couple de v.a.d.. La loi de X est appelée premicre loi marginale de
(X,Y) et la loi de Y est appelée deuzieme loi marginale de (X,Y).

Commentaires :

|  On peut retrouwver les lois marginales & partir de la loi conjointe :

Théoréme 111

Soit (X,Y) un couple de v.a.d. de loi pix yy. Alors

+oo
Vo € Supp(X), p(X =2)= Zp((X =z)N (Y =y;))

+oo
Vy € Supp(Y),  p(Y =y) = p((X =z:) N (Y =y))
=0

Démonstration :

On démontre ceci pour p(X = z) (le cas de p(Y = y) étant similaire.)

Par définition de X, la famille {(Y = y;)};jen est un systéme complet de I'univers
Q. Alors (

pX=2z) = p(X=2)NnQ)

+o0o
= p :()((X =z)N(Y = .w)))
—+oo
= 2 p((X=2)n({Y =y)))
0 7=0

? Exercice 1

On pose X et Y les premiéres et deuxiéme apparition de 6 dans une infinité de lancers.
Déterminer la loi marginale de Y.

Solution

Tout d’abord, on note que Supp(Y') =N —{0,1} car Supp((X,Y)) C N* x [2, +oof.
Ainsi, si k > 2,

+oo
pY =k = Sp((¥ =K)n (X =n)
n=0
ki:l k k
= ¢"7p* = (k= 1)¢"?p?
L n=1
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I-3 Loi conditionnelle Commentaires :

[ |
. On note que dans beaucoup de cas, on n’a pas a calculer la loi conditionnelle, mais
ﬁ Définition Uexpérience ameéne & la trouver directement, comme dans l’exemple suivant :

Soit (X,Y) un couple de v.a.d.

e Pour tout y € Supp(Y) tel que p(Y = y) # 0, on appelle loi conditionnelle de X m Exemple 6
par-rapport a [Y = y|, Papplication On tire une boule au hasard dans une urne contenant n boules identiques numérotées
Supp(X) — [0:1] de 1 & n. On note X le résultat. On tire ensuite X fois de maniére indépendante
k sur une cible avec une probabilité p de succés : "atteindre la cible". On note Y le
73 = py=y (X =2)= ’W nombre de succés.
Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant (X =4) pour ¢ € [1,n] :

e Pour tout = € Supp(X) tel que p(X = z) # 0, on appelle loi conditionnelle de Y -
R s 3 L
par-rapport a [X - ‘I’]’ Iapplication Pour i fixé, sachant que I’événement (X = i) est réalisé¢, on observe que Y/x—; compte
Supp(Y) — [0;1] le nombre de succés dans une série d’épreuves de Bernoulli indépendantes de succés
' (X=a)(Y =) "atteindre son objectif" de probabilité p. Ainsi :
— o) — p(X=2)n(Y=y
y = pix=a)(Y =¥) = S Fny

Y/x=i = B(i,p)

m Exemple 5

11 Corrélation

Reprenons 'exemple traité jusqu’ici.

e Soit k > 2. Loi conditionnelle de X par-rapport a [Y = k] :

Sik > 2, onap(X =mn)#0. La loi conditionnelle sachant [Y = k] est bien définie.
Tout d’abord, si k fixé, alors Supp (X ,(y=x)) = [1; k — 1]. Ensuite, si n € [1;k — 1], on
a

II-1  Espérances
|

Dans cette section, on se donnera un couple de v.a.discrétes (X,Y). Dans le cadre de

p(Y =k X =n) ¢ 2p? | létude de la corrélation, on aura a étudier l'existence et la valeur de E[XY]. Il existe
Prr=i(X =n) = p(Y =k)  (k—1)g-2p2 k-1 pour nous deux fagons d’aborder cette question :
On a - * La premiére consiste & considérer la variable Z = XY comme une variable habi-
X/(v=k) = Upe-1] (intuitif ?) tuelle, en cherchant
e Soit n > 1 loi conditionnelle de Y par-rapport o [X = n] : 7 Supp(Z) = {Zk | ke N} po P(Z = Z) pour tout z € Supp(Z)
Sin >1,o0nap(X =n) #0). La loi conditionnelle sachant [X = n] est bien définie. De
plus, puis valider I'existence et calculer E[Z] de la maniére habituelle.
Supp (Y (x=n)) = [n+ 1;+00]
et, pour tout k € [n + 1;+oo[, on a * La deuxiéme consiste & utiliser un résultat calculable directement & partie de la loi
conjointe :
(Y =k, X =n g 2p? N
Pix=n(Y = k) = 4 p(X = 1) ) - i oo=p R
pia=n 7P Théoréeme 112 de transfert

- . . |
On se rend ainsi (1()111])1,(3 que

(}/ — 77)/(}‘(777,) — g (]))

f Remarque :

Dans I'exemple précédent, tout se passe comme si on recommencait & zéro a partir
de X =n (phénomeéne "sans mémoire"!)
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Soient
m X,Y deux variables finies de support indexé resp. par [0, N] et [0, M]

m D un sous ensemble de R? contenant Supp(X,Y),
m g: D — R une fonction

alors
N M M N
E(gX,Y) =YY gy )P(X =2:,Y =y;) = > _ > g(@i,y;) P(X =x;,Y =
1=0 j=0 j=0i=0
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m Exemple 7 Théoréeme 113 (Formule de Huyghens-Koenig)

On tire une boule au hasard dans une urne contenant n boules identiques numérotées
de 1 & n. On note X le résultat. On tire ensuite X fois de maniére indépendante sur Soit (X,Y) un couple de v.a.d. Si E[X]|,E[Y] et E[XY] existent, alors le couple
une cible avec une probabilité p d’atteindre la cible. On note Y le nombre de succés. (X,Y) admet une covariance qui peut étre calculée grace a la formule
2 18— (n(nt1)? )
Calculons E[XY?] (On admettra que kX::lk = ) Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
D’apreés le théoréme ¢e transfert, on sait que
E[XY? = ZZ” P(X =i,Y =j) = ZZ” P(X =i,Y =) Démonstration :
i=1j=0 i=1j=0 *  Existence de Cov(X,Y) :
= ij°P(X = i)Px—i(Y = j) = 32 Px—i(Y = j)
,Z‘T/Z) Z <; Il s’agit de montrer que E[(X — E(X))(Y — E(Y))] existe :
E[(Y)x=1)?]
Or,onaT =Y, x—; < B(i, p) et dOHC;,E[I ]*V,{I)JHE[I] =ip(1 — p) +i*p?, d’ont |(X*E(X))(Y7E(Y))‘ = | XY +E[XY] - XE[X] - YE[X]|
B = PR RR S < IXY|+E[XY]] + | X[E[X]) + [¥E[X]]
1=0
~ p(1-p) (n, +1)(2n+1) n )271,(n +1)? Or, par hypothese, I'espérance de | XY|, X et Y existent, ce qui signifie que es-
A 6 Py pérance de (X — E(X))(Y — E(Y)) existe.
et donc a )2 0 ( N
2 1 —-p)(2n + pn(n +
E[XYT] =p(n+1) < 6 + 1 > x  Valeur de Cov(X,Y) :

11 suffit de développer 'espérance par linéarité de 1’espérance. []

2 Exercice 2 On peut méme encore un peu simplifier les hypothéses de la formule de H-K dans certains
cas :

Propriété 114

,_En utilisant le théoréme de transfert, montrer que dans I’exemple précédent,

n+1
2

p(n+1)
6

E[Y] = p ainsi que E[Y?] = (34 2pn — 2p).

Soit (X,Y’) un couple de v.a.discrétes. Si les variables X et ¥ admettent un mo-
ment d’ordre 2, alors l'espérance E[X Y] existe.

(On pourra remarquer que Y = X°Y.) En déduire V (Y).

Démonstration :
XY est une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé que X et Y.

11-2 Covariance Or, On rappelle que, pour tout z,y € R, on a

. 2?4+ 9% = 2zy = (x —y)?
. ~——
ﬁf Définition ce qui donne >0
1, . .
Soit (X,Y") un couple de v.a.d. Si la variable aléatoire (X — F(X))(Y — E(Y)) admet Y < 3 (z* +97)
une espérance, on appelle covariance du couple (X,Y) la valeur Appliqué & | X| et [Y], on obtient
Cov(X,Y) =E[(X — E(X))(Y — E(Y))] XY < % (X2 1 Y?)

Par hypothése, X et Y admettent un moment d’ordre 2, ainsi, E[X?] et E[Y?]

En général, on n'utilise pas cette formule pour trouver la covariance en pratique. En effet, existent, d’ot E[X? 4 V2] existe.
la formule peut nettement se simplifier (et peut méme faire office de définition) Par comparaison de variables, I'espérance de XY existe. [J
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m Exemple 8

On effectue une série infinie de lancers indépendants d’un dé équilibré et on note A
le rang d’apparition du premier 1, et B le rang d’apparition du premier 2. Montrons
que E[AB] existe.

On sait que A, B — G (%) On en déduit que A et B admettent des moments d’ordre
2, ainsi on peut dire que E[AB] existe.
(Mais on n’a pas la valeur pour autant. . ..

aE[AB] = =22)

p~

Le calcul est HP mais pour information, on

Corollaire

Soit (X,Y) un couple de v.a.d. Siles variables X et Y admettent un moment d’ordre
2, alors le couple (X,Y) admet une covariance et

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Démonstration :
Les hypotheéses permettent d’appliquer le théoréme qui précise que 'espérance de
XY existe. Ensuite, le théoréme de Koenig Huyghens permet de conclure. [J

m Exemple 9

Si A et B sont les moments de premiére apparition respectivement de 1 et de 2
dans une série infinie de lancers, cherchons Cov(A, B) en admettant que ’on connait
E[AB] :

D’aprés le début de I’exemple déja traité précédemment, on sait que A, B — G (%)
et admettent chacune un moment d’ordre 2. Ainsi, E[AB], Cov(A, B), E[A] et E[B]
existent, avec comme formule

Cov(A, B) = E[AB] — E[A] E[AB]

Aprés calcul de E[AB] (admis) on trouverait (avec p = %)

E[XY] = 6-2p

De plus, on sait que E[A] = E[B] = £ = 6. D’otl

5 — 5
Cov(A, B) = . = — =132

f Remarque :

| Siles variables sont finies, alors la covariance existe toujours.

? Exercice 3

yiOn tire une boule au hasard dans une urne contenant n boules identiques numeérotées
de 1 & n. On note X le résultat. On tire ensuite X fois de maniére indépendante sur
une cible avec une probabilité d’atteindre son objetif de p. On note Y le nombre de
succés. Déterminer Cov(X,Y).

Solution

On sait d’aprés la formule de H-K, que
Cov(X,Y) =E[XY] — E[X]E[Y]

D’aprés le théoréme de transfert, on sait que

D> PO =4¥ =) =Y S iPX =i Y =)

E[XY] =
= ZZZ]P —’L PX 1(Y:'7)::LZZ(Z‘](Z)Z)J(l_p)z_])
E[Y, x—i]
Or,
E[Yjxei] = ip
d’ont
nn+1)2n+1 n+1)2n+1
E[XY] = Z 75 23( ) _ ¢ )é )
Ainsi
_ (n+1)2n+1) n-+1 (4 D@2n+1) nt1\2
oty = 6 - — EVl=r 6 —P< 2 >
= p(nlJ;I) (2@n +1) - 3(n+ 1)
ie. v
CO’U(X,Y)_pT
L

Propriété 115

Soient X, Y des v.a.d. définies sur un méme espace probabilisé admettant chacune
un moment d’ordre 2. On a

s Cov(X,X)=V(X)
s Cou(X,Y)=Cov(Y, X)
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Propriété 116 (bilinarité de la covariance)

Soient X, Y des v.a.d définies sur un méme espace probabilisé admettant chacune
un moment d’ordre 2. On a

m Cov(,,Y): X — Cov(X,Y) est linéaire au sens suivant :
Si X, X’ sont deux v.a.d. telles que E[XY] et E[X'Y] existent, alors
Va,B € R, Cov(aX + BX')Y) = aCov(X,Y) + BCou(X',Y)

B Cov(X,.):Y = Cov(X,Y) est linéaire au sens suivant :
Si Y,Y’ sont deux v.a.d. telles que E[XY] et E[XY"] existent, alors
Va,B € R, Cov(X,aY + BY') = aCov(X,Y) + BCov(X,Y")

m Exemple 10

Soient X,Y deux variables discrétes admettant la méme variance. Montrons que
Cov(X+Y,X-Y)=0:

Par bilinéarité de la covariance, on a

Couo(X+Y,X-Y) = Cov(X,X-Y)+Cov(Y,X —-Y)
= Cou(X,X)—-Cov(X,Y)+ Cou(Y,X) — Cov(Y,Y)

—_—— —_———
V(X) V(Y)

= V(X)—-V(Y) parsymétrie de la covariance

= 0

Théoréme 117

Soient XY des v.a.d. définies sur un méme espace probabilisé admettant chacune
un moment d’ordre 2. On a

V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cou(X,Y)

Démonstration :

On applique les définitions et la linéarité de 'espérance. [

4 Remarque :

Ce théoréme permet aussi dans certains cas de calculer Cov(X,Y") avec la formule :

Cov(X,Y) =

N | =

(VX +Y) - V(X) - V(Y))

113

m Exemple 11

On effectue n lancers indépendants d’une méme dé équilibré. On note X le nombre
de fois ott on obtient 1 et Y le nombre de fois ot on obtient 2. On cherche & trouver
Cov(X,Y).

Tout d’abord, on remarque que X et Y sont deux variables finies telles que

1
avec p = —

X,Y < B(n,p), 5

Ceci garantit I’existance des moments d’ordre 2 de X, Y et valide fonc la formule

Cov(X,Y)==(V(X+Y)-V(X)-V(Y))

;

N =

De plus, la variable X + Y correspond au nombre total de fois ou on rencontre 1 ou 2.
Or, comme on ne peut pas avoir en méme temps 1 et 2, ceci est en réalité, le nombre
de réalisation du succés "obtenir 1 ou 2" dans une série de n tentatives indépendantes.
Ainsi, on sait que

X+Y < B(n,a) avec a = 5 2p

D’ou
n

1 ‘
Cov(X,Y)==(na(l —a) —2np(1l —p)) = fn,p') =——
2 36

Corollaire

Soient X,Y des v.a.d. définies sur un méme espace probabilisé admettant chacune
un moment d’ordre 2. On a

|Cov(X,Y)| < o(X)o(Y)

Démonstration :

Observons le polynome en A : V(Y +AX) = V(Y) + A2V (X) + 2A\Cov(X,Y).

La variance étant toujour positive, ¢’est un polyndéme n’admettant qu’au maximum
une racine, c¢’est-a-dire de discriminant négatif.

Ainsi, 0 > A = 4Cov(X,Y)? —4V(X)V(Y), Dou
Cov(X,Y)2 < V(X)V(Y)

ce qui donne le résultat annoncé. []

— Couples de va. aléatoires discrétes —



Coefficient de corrélation linéaire

I1-3
|

¢ Définition
Soient X,Y des v.a.d. sur un méme espace probabilisé, admettant chacune un mo-
ment d’ordre 2 non nul. On appelle coefficient de corrélation linéaire de X et Y la
valeur

Cov(X,Y)

r&Y) = e

m Exemple 12

Revenons a I’exemple des tirs sur une cible. (On admettra que V(X) = ”i;l .)Ona

alors, grace aux calculs effectués (dans les exemples et exercices précédents)

n+1)(n—1
r(X,Y) = g _ p(”G‘ 1)7
\/ni;l P(fg‘l) (6 +pn — 7}7) pn+6—7p

Propriété 118

Soient X, Y des v.a.d.

m sur un méme espace probabilisé,

= admettant chacune un moment d’ordre 2 non nul,

—1<r(X,Y)<1

Propriété 119

Soient X, Y des v.a.d.

® sur un méme espace probabilisé,

m admettant chacune un moment d’ordre 2 non nul,
alors

r(X,Y) =1 & ilexistea € R*, beRtelsque P(Y =aX +0)=1

114

Démonstration :

En reprenant la démonstration du corollaire précédent (partie 2a), on constate que

rX,Y)=1 & CowX,Y?2<V(X)V(Y) & A=0

Or, A = 0 équivaut exactement a dire que le polynéme en A : V(X + \Y) =
V(X)+ ANV (Y) + 2X\Cov(X,Y) admet une racine (double). On note \g cette ra-
cine. Ainsi,

FX,Y) =1 < V(Y +XX)=0

Or, une variable admet une variance nulle ssi elle est constante presque surement,
c’est-a-dire s’il existe b € R tel que

P(Y+)\L)X:I)>:l

On note que Ag # 0 car sinon on aurait V(Y) = 0 ce qui est contraire a I’énoncé.
En conclusion, avec les notations précédentes

(X, Y) =1 & PY =-XX+b=1
~—~
‘:l a

H.-4 Indépendance

# Définition
Etant donné un couple de variables aléatoires discrétes (X,Y) sur un espace proba-
bilisé (2, P(2),p), on dit que X et Y sont indépendantes si

p(X=2)N(Y =y)) =p(X =2)p(Y =y)  Va & Supp(X),y € Supp(Y)

m Contre-Exemple(s) :

On lance un dé une infinité de fois. On reprend les variables aléatoires X et Y
donnant le rang de premiére et deuxiéme apparition de 6. Alors

P(X=5NnY=3)=0#P(X =5 P =3)
—_—
#0 #£0
Les deux variables aléatoires ne peuvent donc pas étre indépendantes.
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? Exercice 4

o

n lance une infinité de fois deux dés de maniére indépendante. On note X le rang de

premiére apparition de 6 sur le premier dé et Y le rang de premiére apparition d’un
double. (Y vaut 0 s’il n’y a jamais de double.) Montrer que X et Y sont indépendantes.

Solution

X et Y suivent une loi géométrique, avec
1 6 1
X = Y — | = =
~os) o« v=i(w) -0 ()

P(X=inY =j)=P(X =i)P(Y =j) Vi,jeN" :

Vérifions que

il y a 25 couples qui ne contiennent ni un 6 sur le premier dé, ni un double. Ainsi,

Sio<i<j:

. . 25\ " 5 5\7 7!

o= () () 4 0 () g

1
6
—_——— ~~ N , ~—
ni 6 ni double jusqu’a 4 /6 a i non double /pas de double jusqu’a 7 — 1 /double aj

réorganisé autrement, on trouve bien

Si0<j<i:
25\’ 5 VTl
P(X=inY =3)= — — — =
( 2 (36) 36 (6) 6
N—— g v‘ |
ni 6 ni double jusqu’a j/ double a j, distinct de 6 /pas de 6 jusqu’a j — 1 6aj

|

De méme qu’avant, on trouve
P(X=inY =j)=P(X =i)P(X =)
Sio<i=j:
25\’ ! 1 5701 5\ M1
P(X=inY =j)= = — =| = = [ = =
(X =3 7 <36) 36 (6) 6 (6) 6
——— ~~
ni 6 ni double jusqu’a j/ double 6 a j /
Or, i = j, on retrouve donc bien
P(X=iNnY =j)=P(X =i)P(X =)

Conclusion, X et Y sont bien indépendantes.

=7) Si X et Y sont indépendantes, alors clairement Py—, (X = z) =

Propriété 120

X et Y sont indépendantes ssi I'une des assertions suivantes est vérifiée

e X,y—_, a méme loi que X pour tout y € Supp(Y’) de probabilité non nulle.

e la loi de X,y_, est indépendante de y.

Démonstration :

° Premiére assertion :
pour tout x € Supp(X), on a

P(X =rzNY = .7/) - PY:;I/(X - T’)P<Y - .I/)

Ainsi, si les variables X,y _, et X ont méme loi, on obtient
P(X=xNY =y) = P(X =x)P(Y =y), donc X et Y sont indépendantes
et si les variables X et Y sont indépendantes, alors par simplification de
P(X =2)P(Y =y) = Py—(X =2)P(Y =y)
on obtient
P(X =) = Py—y(X = z) donc X,y—, et X ont méme loi.

° Deuxiéme assertion :

P(X=zNY=y)
P(Y=y)

P(X = z) est indépendante de la valeur y de Y.
Si Py—y(X = x) est indépendant de y, notons u; = Py—,(X = x;) pour tout i et
y € Supp(Y'). Alors, pour tout 4, on a

P(X =u;,Y =y;) =uw,P(Y =vy;)

En somment sur j € N, on obtient par formule des probas totales :

P(X =x;) =u;

et donc finalement

P(X=uz,Y=y;))=PX =2,)PY =y,;) ie XetY ind.

m Exemple 13

Dans I'exemple de X et Y resp. les 1% et 2°mes apparition du 6 dans une série infinie
de lancers indépendants, on a vu que pour tout n € N*, on a

X)(v=n) < U, .0}

La loi de X /(y—p) dépend donc de la valeur de Y, ce qui signifie que les variables X
et ne sont pas indépendantes. (On s’en doutait un peu!!).
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Démonstration : admise. [
m Exemple 14

Si on a des variables X,Y telles que pour tout n € Supp(Y'), & LA RECIPROQUE DE L'INDEPENDANCE EST FAUSSE !
1 Exemple : Soit X la variable aléatoire de loi uniforme sur {—1,0,1}.
Xjy=n) 29 <2) L& { }
1
Alors X et Y sont indépendantes et de surcroit, X < G (3). PX=-1)=pX=0)=pX=1)= 3"
On pose Y = X2, d’on ) ,
4 Remarque : Supp(Y) = 0,1}, p(Y =0) =3, p(¥ =1)= 2
Le résultat précédent est évid t égal t i éch t X etY.
| Le résultat précédent est évidemment également vrai en échangean ¢ Y et X sont clairement non indépendants! (pour preuve, on peut par exemple vérifier
que p(X =0NY =0) # p(X =0)p(Y =0)).
Lemme 121 Or, notons que XY = X, ainsi,
Soit (X,Y) un couple de v.a.d. indépendantes, alors, E[XY] = E[X] = 0 = E[X]E[Y].
m pour tous a,b € R, X —a et Y — b sont indépendantes.
m mieuz, pour toutes fonctions réelles g, h, les v.a.d. g(X) et h(Y') sont indé- Corollaire
pendantes.
Soit (X,Y) un couple de v.a.d.
Démonstration :
n Si E[X] et E[Y] existent
m la premiére est conséquence de la deuxiéme. m Si X etY sont indépendantes,
l XY st
m On note Supp(X) = {x; | i € N} et Supp(Y') = {y, | j € N}. Alors alors Cov(X, Y) existe et

Cov(X,Y)=0

Supp(g(X)) = {g(x:) [ i € N} Supp(h(Y)) = {h(y;) | j € N}
Ainsi, pour tout k € Supp(g(X)),l € Supp(h(Y)), on a
PlgX)=knh(Y)=1) = PXeglkynY eh )

= P(Xeg (k)P e h (1)
P(g(X) =k)P(h(Y) =1)

O

Théoréme 122

Soit (X,Y) un couple de v.a.d.

m SiE[X] et E[Y] ewistent
m Si X etY sont indépendantes,

alors E[XY] existe et
E[XY] = E[X]E[Y]
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Démonstration :

Comme E[X] et E[Y] existent, alors E[(X — E[X])] et E[(Y — E[Y])] existent.

De plus, comme X et Y sont indépendantes, alors X — E[X] et Y — E[Y] sont
également indépendantes. (lemme). II-1 ]
D’apres le théoréme précédent, on sait donc que E[(X — E[X])(Y — E[Y])] existe, ._ Généralités

ce qui assure l'existence de la covariance.

111 Convolution

Dans cette section, on se donne toujours X et Y deux variables aléatoires discrétes et on
note

Cou(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y] Supp(X) ={x; | i €N} et Supp(Y)={y; | j €N}

ot les z; (puis les y;) sont deux & deux distincts de probabilité nulle.

Par simple calcul, on obtient encore une fois

ce qui vaut 0 par indépendance de X et Y. [J

But : | Le but de ce paragraphe est de pouvoir déterminer la loi de la v.a.d. X + Y.

Stratégie : | Utiliser la partition d’événements {(Y = y;)}jen ou {(X = z;) }ien

Corollaire

En effet, si x € R, on peut écrire :
Soit (X,Y) un couple de v.a.d.

m Si X etY admettent un moment d’ordre 2, PX+Y=z) = P ('UN(X +Y =2)n(X = l’z)) =r < L (zi+Y =2)n(X = :171)>
1€ %
m Si X etY sont indépendantes,

alors V(X +Y) existe et

P<|_|(Y:x—xi)ﬂ(X=:ri)) sz((sz—xi)ﬂ(X:xi))

i€EN

VI 30 = VI V() Par exemple, si X et Y sont indépendantes, alors

~ . . +oo
Démonstration : PX+Y=2) = Y PY=z—1,)P(X =)
i=0

On utilise la décomposition de V(X + YY) grace a la covariance :

V(X +Y) =V(X) +V(Y) +2Cov(X,Y) # Définition et Proposition

puis Cov(X,Y) = 0 par le corollaire précédent. O Soit (X,Y) un couple de v.a.d. de loi respectives £(X) et L(Y). On appelle convo-
lution des lois de X et Y on note £L(X) * L(Y) : R — R Papplication définie par

. +o0
Corollaire LX)+ LY ) (@) =) P(X =) PY =2 — ;)
=0
Soient X,Y des v.a.d. )
. o ou la série > P(X = z;)P(Y =« — x;) est convergente
m sur un méme espace probabilisé, ieN
m admettant chacune un moment d’ordre 2 non nul, Démonstration :
= indépendantes, La série . P(X = a;)P(Y = & — x;) est A termes positifs et on a
i€N
alors r(X,Y)=0. ,
VieN, 0<PX=uz)PY=2—2,)<P(X=u)
Démonstration : ou P(X = x;) est le terme général d’une série convergente. Ainsi, par le théoréme
Si X et Y sont indépendantes, alors la covariance est nulle! [J de comparaison des séries a termes positifs, on a la convergence de Z;N P(X =
S

z,))P(Y =a — ;)
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—+o0 +o0
(et méme, de plus 0< > P(X =z )P(Y =2v—2;) < >, P(X =x;)=1.)0O
i=0 i=0
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Théoréeme 123 Ou autrement dit
Théoréeme 125

Soit (X,Y) un couple de v.a.d. indépendantes, alors la loi de X +Y est définie

var Soient n,m € N et p € [0;1]. Si X et Y sont deux v.a.d. indépendantes telles que
L(X)*L(Y).
X < B(n,p) et Y < B(m,p)
l
Démonstration : wors X +Y < B(n+m,p)

La démonstration est le raisonnement effectué juste avant le théoréme. [J
Démonstration :
Cas particuliers : e Par le calcul : On se donne X < B(n,p) et Y < B(m,p) deux v.a.d. indépen-
dantes Supp(X +Y) ={0,1,...,n+m}. Ainsi,

e Si X,Y sont des variables aléatoires discrétes indépendantes prenant des valeurs dans 7Z :

Alors :

* Siz & Supp(X +Y),ona PX4+Y=2)=0

+00
* Supp(X+Y)CZ,don,siz e R—Z,ona P(X+Y =z)=0. * SizeSupp(X +Y),ona P(X+Y =1z) = ZUP(X 2 APY=9)
) ) ’ R
=0 si z—35<0

*x Sik€eZ,ona

S P(X =z j)P(Y =)

“+o0
P(X+Y =k)= > P(X=k-jPY =)

j=—o00

On rappelle que si on n’a pas 0 < K < N, la quantité (I:) est nulle. En utilisant

cette convention, on peut écrire

e Si XY sont des variables aléatoires discrétes indépendantes prenant des valeurs dans N : PX+Y —2) — (mﬁj)pw*j(l _ p)n-ati (7;]')1)'7. (1= pym—i
Alors : 7=0
N . T r 1
* Supp(X4+Y)CZ,don,sizeR-—N,onaP(X+Y =Ek)=0 _ z (") () po(1L = p)rtm=s = pr(1 — pyrem—s Z ( n ) <m>
* SikeN ona j=0 T S VAANY
+o00 . o . =(_ 7 /andermonde
P(X“‘Y:k) = E P(X:k'_j) P(Y:]) - (nim)pl(l 7])>77,+777, " (”}m) v 1 te)
J=0T——~—
=0 si k=j<0 e On aurait également pu établir ce résultat de maniére en expliquant que

X < B(n,p) modélise par exemple n expériences de Bernoulli indépendantes,
dont le succés a comme probabilité p.

De méme, Y — B(m,p) indépendante de X modélise les mémes expériences de
Bernoulli, mais m fois.

Ainsi, "en tout", X +Y modélise n +m expériences de Bernoulli de probabilité de
succes p. O

= ¥ P =a- PV =)

III-2  Exemples
|

II1.2-a) Convolution de Lois binomiales

II1.2-b) Convolution de lois de Poisson

Théoréme 124 Théoréeme 126

Soient n,m € N et p € [0;1]. Alors B(n,p) x B(m, p) = B(n +m, p). Soient A, p > 0. Alors PN xP(u) =P(A+p)
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autrement dit
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Corollaire

Soient A, ;0 > 0. Si X et Y sont deux v.a.d. indépedantes telles que
X P et Y—=Pu

alors
X+Y < PA+p)

Démonstration :

On se donne X et Y sont deux v.a.d. indépedantes telles que

X =P et Y= Pu)

alors

e Supp(X +Y)=N.

* Sizdg Supp(X+Y)=N,ona

PX+Y=x2)=0

121

* Size Supp(X+Y)=N,ona

P(X+Y =2)

+o0o
ZOP(XZJ?*J)P(YZJ)
P e —

! =0 si z—35<0

f— e " —
=0 (x— )t !
67/\7u & x )\x 3,
n x! jgo <J) .
e~ (A tp)
= (A+p)*

On a donc bien X +Y «— P(A+ p) O

— Couples de va. aléatoires discrétes —



122 — Couples de va. aléatoires discrétes —



APPLICATIONS LINEAIRES

CHAPITRE

Dans ce chapitre, on pose K =R ou C ainsi que E et F' deux K espaces vectoriels.

1  Généralités

I'.l Notion d'application linéaire

¢ Définition
Soit L : E — F une application. On dit que L est lincaire si les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

= F F sont deux espaces vectoriels sur K

m Yu,v € E, L(u+wv)=L(u)+ L(v)

B VaeK, Vue E L(au) = aL(u)

On note L(E; F') ensemble de toutes les applications linéaires de E dans F'.

] Exemple 1 (utilisable dans les exercices) :

Si F est un espace vectoriel, 'application identité id : E — E, u — u est linéaire.

En effet, Vu,v € E, a € K, id(u+v) = u+v = id(u) + id(v), id(au) = ou = aid(u)

m Exemple 2
Ly: RZ —» RS est linéaire car :

(z,y) — (22,3 —y,y—x)

R? est un R-ev. Soient alors X = (z1,22),Y = (y1,52) € R? et a € R.

Ona L(X+Y) = L((.’I‘l + x2,y1 + ;{/2)) = 22,3z — y,y — x)
S ~——

x y

= (2:1:1 + 29,3711 +3T2 — Y1 — Y2,Y1 + Y2 — T1 — :1;2) =L(X)+ L(Y)

L(aX) = L(<Qz,lz ay1)) = 22,3z — y,y — x) = (2aw1,3am1 — ayr, oy — ax1) = aL(X)

& Y

123

m Exemple 3 (utilisable dans les exercices)
SIE=R"; F=R™"; Ac Mp,(K)et Ly: E — F  alors L; est linéaire.

X — AX

x 2 3 -1\ (=
Application : Dans I le 1 t écrire : L = '
pplication ans lexemple 1, on peut ecrire 1 <<y>) (0 ~1 1 ) (y>

Elle est donc directement linéaire.

Proposition 127

Si L : E — F est une application linéaire, alors L(0g) = Op

Démonstration :
L(Og) = L(\Q//x Op )=0xL(0g)=0r0O

«

Théoréme 128 (Caractérisation des applications linéaires :)

Soient E et F deux K espaces vectoriels et L : E — F une application. L est linéaire
si et seulement si ’une des conditions suivantes est vérifiée :

s Vo,B €K u,ve E L(au+ fv) = aL(u) + BL(v)
s VieK,u,veE L(u+ fv) = L(u) + SL(v)

Démonstration :
e Si L est linéaire, alors
m Vo, e KuveE L(au+ Bv)=Llau)+ L(Bv) = aL(u) + BL(v)
~ ~~

L cE
m Cest i avec o = 1. €r

e Si i ou i est vérifiée, montrons que L est linéaire.

*  Si g est vérifiée :
Soient u,v € E. On prend a = f = 1 et on obtient le 7 de la définition. Soit a € K
et u € . On prend v = 0 et on obtient le 77 de la définition.

*  Si 1 est vérifiée :
Soient u,v € E. On prend § = 1 et on obtient le 7 de la définition.
Pour le ii de la définition : Soit a € K et u € E. Alors

L(au) = L(0g + au) = L(0g) +aL(u) = aL(u)
——

O

m Exemple 4 (utilisable dans les exercices)

D: CYR) — C°R) est linéaire :

— Applications linéaires —



C*(R) et C°(R) sont deux R-ev.
Soient f,g € C*(R) et B € R. On a

D(f+Bg) = (f+Bg) = +Bg =D(f)+BD(g)

D est donc linéaire par théoréme de caractérisation des applications linéaires.
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m Contre-Exemple(s) : m Exemple 6

L: C(R) - R S L’application L: R3[X] — R[X] est un endomorphisme.
n’est pas une application linéaire. ,
f - f(0)? P — XP —-2P
En effet, C(R) est bien un espace vectoriel, mais par exemple pour cos € C(R), En effet, elle est linéaire (a faire) et de plus, pour tout P € R3[X], on a deg L(P) =
L(— cos) = cos?(0) = 1 # —L(cos). deg(XP' + X) < max(deg(XP’),deg P) = deg P < 3. Ainsi,
L(P) € Rs[X]
et c’est donc bien un endomorphisme

¢ Définition
On se donne une application linéaire L : E — F'.

m Si L(E) C E, on dit que L est un endomorphisme de E. On note L(E) a la . Contre—Exemple(s) :

place de L(F; E). Soit n € N*. L’application L: R,[X] — R[X] est une application li-
m Si L est bijective, on dit que L est un isomorphisme. (E peut étre différent de P — X2P'—P
F) néaire, mais pas un endomorphisme.

= On dit que deux espaces vectoriels F et F' sont isomorphes s’il existe un iso-
morphisme ¢ : E — F. En effet, on a par exemple X™ € R,[X], mais L(X") = nX""' — X" & R, [X].
= Une application linéaire L : E — E est appelée automorphisme si c’est un
endomorphisme bijectif. On note Aut(FE) ou GL(E) I’ensemble des automor-
phismes de E. m Contre-Exemple(s) :

L’application "dérivée" d: CY(R) — C°(R) n’est pas un isomorphisme.
o=
m Exemple 5 : _—

L’application  linéaire (& prouver) "primitive  qui s’annule en a" En effet, ’application n’est pas injective. Par exemple, les deux applications f : = — z+1

L,: C° (R) N Cl(R) . et g:x+— x+2dans C"(R) ont la méme dérivée (donc la méme image par L.
f = Frioe [Tf

-2 érations sur les applications linéaires
e est un endomorphisme de C°(R) car : pour tout f € C°(R), on a L(f) € ] Op PP

CL(R) C CO(R)

e n’est pas un automorphisme de C°(R) car : I'application L : C°(R) — C°(R)
n’est pas surjective; on rappelle par exemple que les fonctions continues ne
sont pas toutes dérivables. ..

Proposition 129 (Combinaisons d'A.L.)

Si E et F' sont deux K-espaces vectoriels, 'ensemble L(E, F') est K-un espace vec-
toriel.

e n’est pas un isomorphisme de C°(R) dans C*(R) : (14 encore, non surjective car

toute image de L s’annule en a, ce qui n’est pas le cas d’une fonction quelconque
dans C!(R).)

Traduction : Toute combinaison linéaire finie d’applications linéaires est une application
linéaire.

Démonstration :
L(E;F) C F(E;F), o F est un espace vectoriel. Or, F(E;F) est un espace

vectoriel, il suffit donc d’utiliser le théoréme de caractérisation des sev.
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. L(E; F) est non vide, car 'application nulle, notée ici 0, est linéaire :

O(au+ Bv) = Op
= 0p+0p
a0(u) + B0(v)

. Conservation des combinaisons linéaires :

On pose f,g € L(E;F) et A € K. Montrons que f+ A\g € L(E; F) :
Soient u,v € E et a,p € K. On a

(f + Ag)(au + pv) flau+ pv) + Ag(au + pv)

(af(u) + BI(v)) + Mag(u) + Bg(v))
o) + Ag(w)) + u(f(0) + Ag(v))

a(f +Ag)(u) + B(f + Ag)(v)

Dou f+ Mg € L(E,F) O

m Exemple 7
L: C'R) — CR)
o= f+2f

Tout d’abord, C*(R) et C°(R) sont deux R-ev.
On remarque que

est linéaire :

L =14d+2d
ouid: C'(R) — CYR)C C°R) est I'application identité
o= f
etd: C'Y(R) — C°R) sont deux applications linéaires
o= f

Proposition 130 (Composition d’A.L.)

Soient F, F, G des K-espaces vectoriels, alors

fEL(EF),ge L(F,G) = gofeL(EQG)

Démonstration :

E et G sont des K e.v. Soient u,v € E et B € K. Alors
gof(utpv) = g(flu)+Bf(v) =
linéarité de f linéarité de g

Ainsi, g o f est bien linéaire par TCAL. O

g (f(w) + Bg(f(v))

Ainsi, L est bien une application linéaire, par combinaison linéaire d’applications linéaires.
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m Exemple 8
Si

f:PEeRyX] 2P —P"cR[X] et g:PeR[X]— P(1)

alors f, g sont deux applications linéaires (a faire) et donc f o g également.
On peut également ’observer si on fait le calcul :

f:PeRyX]— 2P(1) — P"(1) €R

qui est bien linéaire.

& PRODUIT NON LINEAIRE

Si f: E— Fetg:E — F sont des applications linéaires, leur produit & telle que
§ h(u) = f(u)g(u) pour tout u € E, n’est pas (jamais) une application linéaire
si elle est non nulle.

Soit par exemple x tel que h(x) # 0. Alors
WO\ — £09aN alOn) — 9 v VLNl o) — ABL ) L Ol )

4 Notation :

Dans le cas des applications linéaires, on note la plupart du temps gf a la place
de g o f. Attention, ce n’est pas la multiplication de deux fonctions, mais bien la

composition.
Ainsi, dans le cas d’'un endomorphisme f, on notera f™ au lieu de fo...o f.
——
n fois

(Ces notations sont dties a la relation entre applications linaires et matrices.)

-3  Lien entre matrices et applications linéaires en dimen-
] sion finie

1.3-a) Matrice d’une application linéaire en dimension finie

Dans ce paragraphe, on suppose que E et F sont de dimension finie.

# Définition
Soient E,F deux espaces vectoriels de bases respectives Bg = (e1,...,e,) et
Br = (f1,..., fm). Pour une application f € L(F,F), on appelle matrice de [
dans les bases B, Bp la matrice donnant les coordonnées des f(e;) en fonction des
fi-
fler) ... flen)
N1 % L. %
MBF,BE (f) = .
fm * *

— Applications linéaires —



# Notation :

Si E = F et que Bg = Bp, on parle simplement de la matrice de [ dans la base B,
ou B = Bg et on note Mg (f) au lieu de Mg g(f).
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Proposition 131

Soient E, F' deux espaces vectoriels de bases respectives Bg et Bp. Soient f €
L(E,F) et ue E. Alors

MBF (f(u)) = M(f)BF,BE MBE (u’)

Démonstration :
On note Bg) = (e1,...,en) et u = aje; +...+ apen. Alors f(u) = ay f(er)+...+
an fen).
Si on note C; la i colonne de A = M(f)g. 55, on a par définition
C,; = J[Bh(f((’,))
Par calcul matriciel, on obtient alors

(5]

A L = a1Cr+ ...+ a,C, = Mp (a1 f(e1) + ...+ anf(en)) = Mg, (f(u))

« n
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m Exemple 9
Soit LoZ RQ[X]
P

— fOX P : primitive de P qui s’annule en 0

e Matrice dans les bases canoniques :

1
La matrice de L dans les bases (1, X, X?), (1, X, X2, X3) est x
X2
car Lo(l)=X X3
Lo(X) = X2
3
Lo(X?) = %~

e Image d'un vecteur : Lo(1 42X — X?) = X + X? — 1 X3 car
0 0

0 0

1 0 0 1 1
U=1lo 1 o0 =11
-1 1

00 3 ~3

o Matrice de Ly dans d'autres bases :

Lo(1) Lo(X) Lo(X?)

0 0 0
1 0 0
0o 3 0
o o0 3

La matrice de L dans les bases (1, X, X?), (1,X —1, X2 — X, X3) est

Lo(1)  Lo(X) Lo(X?)
1 1 0
1 2
X1 1 z 0
Xexlboo L0
XS
o 0 3

Lo(X) =% = J(X2 = X) + X) = 3(X? = X) + 3(X = 1) +
Lo(X?) = X

129

Proposition 132

Soient E, F,G des ev de dimension finie, B, Br,Bg des bases respectives de
E.F,G.

m Sif,ge L(E,F), o, € K. Alors
MBF7BE (Oéf + 69) = aMBF,BE (f) + IBMBF,BE (g)
m SifeLl(E,F)etge L(F,G), alors
Mpe.5:(9f) = Mpe,B-(9)Mp,5: (f)

m Soit f € L(E,F). Alors f est inversible ssi Mg,. 5, (f) est inversible et dans

ce cas
_ -1
Mgy Br (f 1) = (MBF,BE (f))
Démonstration :
i) et ii) admis. iii) est conséquence de ii). OJ
m Exemple 10
Soit Papplication T': L: Ry[X] — R3[X]
P — 2P 4 primitive de P qui s’annule en 0

On aalors T' = 2id+ Lg ou id est ’application identité et Ly I’application de I’exemple
précédent. Ainsi, dans les bases canoniques respectives Bo = (1,X,X?), B3 =
(1, X, X2, X3) de Ro[X] et R3[X]

010
Mes(T) =210 o (] lo £ oo & 2
000 00 1 00 1
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f Remarque :

Dans le but de savoir retrouver plus facilement et retenir les différentes formules de
ce chapitre, on se propose de schématiser une application linéaire L : F — F' de la
maniére suivante :
L
+— FE

base Br base Bg
(Owi, c’est écrit de la droite vers la gauche, au liew du contraire habituellement pour
les fonctions!) De cette maniére, c’est écrit dans le méme sens que les formules
de composition et les formules matricielles :

gof: G +~ F L E décrit Mg B (fog) = Mp B (g)MBF‘7BE (f)
base Ba base Bg base Bg
et
F < E .
base Br base B décrit MBF (f(u)) = MBFvBE (f)MBE (u)
flw) u

1.3-b) Changement de base dans un €V en tant qu’application linéaire

Rappelons que pour changer de base "a lintérieur” d’un méme espace vectoriel E, on

dispose de la matrice de passage : . .

ey ... e
e (@11 ... Q1n
Pgp = Mp(B') = :
€n \On1 ... Qpn
avec B = (e1,...,e,), B =(e},...,el) deuz bases de E.
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Explications :

En regardant de plus prés, on observe qu’en fait cette matrice est celle de ’applica-
tion "identité" dans la base de départ B’ et base d’arrivée B :

id : E — E
base B base B’
ie.
Mg s (id) = Mp(B') = P,

On observe alors que les formules des images par une AL appliquée a la matrice identité
donne :

Mp(u) = Mp s (id) Mp (u)

Mg (u) = Mp(B') Mg (u) = Pp,5 Mp: (u)

ce qui démontre immédiatement la formule de changement de base annoncée dans le cours
sur les espaces vectoriels! Quant & I'autre formule annoncée dans ledit chapitre et non
démontrée,

PgcPep = Psp
la démonstration est tout simplement
MB,C (id)MQD (’Ld) = M&D (’Ld 9] Zd) = M&D (Zd)

(Formule dont on déduit également le fait que Py g, = Py 5.)

I.3-c) Changement de base dans “E” et/ou “F” pour des AL

Si on peut changer de base a lintérieur d’un espace vectoriel, on peut également changer
de base lorsque l’on souhaite exprimer matriciellement une application linéaire. En effet,
il n'est pas rare de devoir adapter les bases choisies pour Uexpression de M(f) suivant
les conditions du probléme (souvent pour avoir la matrice la plus "simple"” possible) Pour
ce faire, on peut utiliser (et mizer) les formules existantes pour tout faire en une seule
fois :

On se donne ici une application linéaire f : £ — F ainsi que deux bases B, B’
de F et deux bases G, G’ de F.

On suppose disposer de la matrice M = Mg g/ (f) et on cherche Mg g/ (f).

Méthode 1 : Changement de base “a vue”

On note B' = (ef,...,e.) et G' = (f1,..., fL) -
On cherche directement toutes les images f(e}) dans la base G’ a vue.
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m Exemple 11

Reprenons 'exemple de Lo : Ry[X] — R3[X]
P —  primitive de P qui s’annule en 0
0 0 O
1 0 0
Dans les bases B = (1, X, X?), G = (1, X, X2, X3) la matrice de Lo est 0o L o
2
0 0 1%
Onpose B =(1 ,X+1,X*-X), ¢=(1,X-1,X>-X, X?).
e e e A R
Alors,
fle)= f)=X=X—-1+1=fi+fi
flea)= fIX=1)=f(X)-f1)=3X> - X =5 (X° - X) -3 X =3fi—5(f5 + f
fles) = fIX*=X)=f(X?)— f(X)= 35X = 3X* = 51 — 5(X* = X) — 35X
=sfi—afi—5(fi+ f)
Dot
1 -} -}
1 -} -1
Mg/,B/(LO): 1 1
o 1 _1
2 2
0o 0 1

Méthode 2 : Changement de base avec formule matricielle

On utilise directement la formule matricielle :

Théoreme 133 de changement de base

Soient E un espace vectoriel de bases B et B' et F un espace vectoriel de bases
respectives G, G'. Soit f € L(E, F), alors

M(f)gr .5 = Mg/(G) Mg 5(f) Ms(B')

Démonstration :
Traduisons la situation a ’aide d’un schéma :
M op L B Mg
base B base B’
— Applications linéaires —

f: F

base G’ base G



La formule de composition de matrices donne
M(f)g 3 = Mg g(id) M(f)g,s Mp s (id)

ce qui correspond exactement & la formule de changement de bases annoncée dans
le théoréme. [J
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m Exemple 12 # Définition

Reprenons 'exemple de Lo : Ry[X] — R3[X] ) Soient M et M’ deux matrices. S’il existe une matrice P inversible telle que
P — primitive de P qui s’annule en 0 M — PlMP (ou M = PMP-! )
0 0 O
1 0 0 alors on dit que M et M’ sont semblables.
Dans les bases B = (1, X, X?), G = (1, X, X2, X3) la matrice de Lo est 0 1 o
2
0 0 1%
1 -1 0 O
/ 2 3 FNEN / 0 1 -1 0
On pose ¢’ = (1, X — 1, X — X, X°). D’ou Mg(G') = 0 0 1 0
0 O 0 1
Les opérations Cy < Cy 4+ C7 puis C3 < C3 + Cy permettent de calculer
1 1 1 0
0 1 10
M ’ =
a@=10 0 1 0
0 0 0 1
Alors,
1 Lo
1 110 (1) 8 8 f
0110 130
Mg g(Lg) = Mg/ (G)Mg 5(Lgy) = =
,8(Lo) g(@)MgsLo) =10 1 ol o L o 01 0
0 0 0 1 1
00 3 00 1

Corollaire

En particulier, pour le cas d’un endomorphisme f € L(E), si B et B’ sont deux
bases de E, on a

M(f)p = Mg/ (B) Ms(f) Mp(B')
ou autrement dit,
M =P 'MP
ot P est la matrice de changement de base Pg g, M = Mp(f) et M' = M(f)gm .
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II Image, noyau, injectivité, surjectivité

II.-1 Image (d'un sev ou de F)

On rappelle que pour tout sous-ensemble A de E et une fonction f quelconque, on note
fA) ={f(z) | x € A}

Voyons ce qui se passe si f est linéaire et que A est plus précisément un sev. En premier
lieu, si c’est un sev de dimension finie :

Propriété 134

Soient f € L(E,F) et H un sev de E avec H = Vect (v1,...,v,) (la famille
(v1,...,v,) nétant pas forcément libre...), alors

f(H) = f (Vect (v1,...,vp)) = Vect (f(v1), ..., f(vn))

Démonstration :
Supposons que H = Vect ( ,Un)-
° Montrons que f(H) C Vect ([ ..... f(rn)) :

Soit y € f(H). Alors, il existe x € H tel que f(x) = y. Or, comme H =
Vect (v1, ..., v,), il existe aq,...,a, € K tels que

r =V + ...+ ayv,

d’ou

y=f(x)=flarvr + ...+ apvy) = a1 f(v1) + ... + anf(v,) € Vect (,/’(17—1), o ,/’(U”))
. Montrons que Vect (f(v1), ..., f(vy)) C f(H) :
"démo 1" : on a f(v1),..., f(v,) € f(H) et on verra dans la généralisation que

f(H) est un espace vectoriel. Par définition du Vect (plus petit espace vectoriel),

on a donc bien Vect (f(v1),..., f(vy)) C f(H).
"démo 2" : Soit y € Vect (f(vl), . f(u,,)) Il existe alors aq,. .., an € K tels que

y=arf(v1)+... +anf(v,) = f((,yl'ul + ...+ ayv, )

on note ceci x

Or x € H, donc y € f(H).

* Conclusion : Par double inclusion, on a bien f(H) = Vect (f(v1),..., f(v,)). O
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m Exemple 13
Soit f : R? — R?; (x,y) — (22 + y, —) qui est une application linéaire. On pose

H = Vect(1,1). Alors
f(H) = Vect(f(1,1)) = Vect((3,—1))

Pour des sev quelconques :

Proposition 135

Soient f € L(E,F) et H un sous espace vectoriel de F, alors f(H) est un sev de
F.

Démonstration :
Supposons que H soit un sev de E. Montrons que f(H) est un sev de F' :

- f(H) est non vide, car O € H et 0p = f(0g) € f(H).
- Soient A\, u € K et x,y € f(H). Montrons que Ax 4+ uy € f(H) :
Il existe 2/, y" € H tels que f(2') =z et f(y') = y. Alnsi,

Mo+ py = M)+ uf () = FQa! + py) € F(H)
cH

Par caractérisation des sous-espaces vectoriels, f(H) est bien un espace vectoriel

O

Appliqué maintenant ¢ H = E :

¢ Définition
| Soit f € L(E,F). On appelle image de f et on note Imf 1’espace vectoriel f(E).

f Remarque :

Si E est de dimension finie, avec comme base B = (eq, . ..

 f(en))

,€n), ON sait alors que

Im f = Vect(f(e1), ...

m Exemple 14

Reprenons 'exemple précédent avec f : R? — R?; (z,y) — (2r +y, —2). Sa matrice

dans la base canonique est
2 1
A =
(51 o)

On sait alors que Im f = Vect("colonnes de A" ) = Vect((_Ql) ) <(1))>

Corollaire

Soit f € L(E,F). Si E est de dimension finie, alors Im f l'est aussi est de plus

dimIm f < dim E

m Exemple 15
Ry [X]

P e / P(t) dt
0

On considére maintenant Ly : — R[X]
X

On admet ici qu’elle est linéaire.

1. dim(Ry[X]) =3 < oo ; mais R[X] n'est pas de dimension finie.

2. Malgré tout, d’apres la propriété,
dimIm Ly < dim(Ry[X]) = 3.

Ce qui se vérifie car

Im Ly = XRy[X] (exercice)
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gf Définition

Si Im f est un espace vectoriel de dimension finie, on appelle rang de [ et on note

rg f la dimension de Im f. (i.e. rg f = dim(Im f).)

II-2 Noyau
[ |

Contrairement a la partie précédente, on s’intéresse maintenant auz "images réciproques”,
plus précisément celles de Op. On rappelle avec les notations utilisées, que f(0g) = Op.

En revanche, rien ne garantit qu’il n’y a pas d’autres éléments d’image nulle.
— Applications linéaires —
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¢ Définition
Soit f € L(E,F). On appelle noyau de f et on note ker f 'ensemble des vecteurs
d’image Op :
ker f={z € E | f(z) =0r}

Le commentaire fait ci-dessus nous dit en particulier que :

Propriété 136

SifeL(E,F),alors 0g € ker f.

m Exemple 16
On considére L: CYR) — C°R)
e
Alors ker L = Vect(exp) :

fekerL & f—f'=0
qui est une équation différentielle dont on connait ’ensemble des solutions {z — ke®, k €
R} = Vect(exp).

Proposition 137

Soient f € L(E, F). ker f est un sev de E.

Démonstration :

- ker f est non vide, car Op € ker f d’aprés la propriété précédente.

- Soient \,u € K et z,y € ker f. Montrons que Az + py € Kker f, c’est-a-dire
f(Ox + py) = 0p

fAz +py) = X f(x) +p f(y) = O0F
~~

—~—
—0p =0p
Par caractérisation des sous-espaces vectoriels, ker f est bien un espace vectoriel.
O
H-3 Injection, surjection
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Théoréme 138 de caractérisation

Soit f € L(E,F).
. [ est surjective si et seulement si F' = Imf.
. [ est injective si et seulement si ker f = {0g}.

Démonstration :

e Montrons que f est surjective si et seulement si F' = Imf :

Il est clair que, dans tous les cas, Im f C F
On a F=Imf < tout élément de F' admet un antécédent < f est surjective.

e Montrons que f est injective si et seulement si ker f = {0g} :

. Comme ker f est un sous-espace vectoriel de F, on a {Og} C ker f.

. Montrons que f est injective si et seulement si ker f C {Op} :
* Supposons que f est injective et montrons que ker f C {Og} :

Soit = € ker f. Alors
f(z) =0F = f(Op)
par injectivité, on a
* Supposons que ker f C {Og} et montrons que f est injective :
Soient x,y € F tels que
flx) = f(y)

par linéarité, on a

fl@—y)=0p
ie. x—y€kerfC {0}
et donc = = y.
O
m Exemple 17

Reprenons I'exemple f : R? — R?; (z,y) — (2 + y, —z). Etudions son injectivité.

Etant donné qu’on a une formule, on peut calculer son noyau par exemple de la maniére
suivante :

x=0

X=(z,y) €kerfo f(X)=0& {2x+y[,)—0 & {y—O
P

Ce qui donne comme résultat

ker f = {0}

ainsi, f est bien injective.
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m Exemple 18

Sur exemple précédemment traité avec L: CHR) — CO(R) on avait vu que

o= =y

ker L = Vect(exp). L’application n’est donc pas injective.
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<} Remarque :

‘ Etant donné les inclusions Im f C F et {0g} C ker f triviales, en pratique, on
utilisera souvent le théoréme suivant :

Théoréme 139 de caractérisation n° 2

Soit f € L(E,F).
. f est surjective si et seulement si F' C Imf.
. [ est injective si et seulement si ker f C {Og}.

? Exercice 1

R[X] — R[X]

P — primitive de P qui s’annule an 0

Montrer que Lyg : est injective (mais

non bijective).

* Montrons que L est injective :

On sait que L est une application linéaire. Alors L est injective ssi ker L C {0}.
Soit P € ker L. Alors L(P) = 0, Or, L(P) est une primitive de P par construction. D’ou,
en dérivant :

P=(L(P) =0=0
D’ou ker L C {0} et donc L injective.

+ Montrons que L n’est pas surjective :

11 s’agit de montrer que certains éléments de R[X] n’ont pas d’antécédents. Supposons que
Q € R[X] et qu’il existe un antécédent P, c’est-a-dire L(P) = Q. En dérivant, on trouve
P=qQ.

Prenons dans ce cas () une constante non nulle (prenons par exemple 1), on obtient
P=Q =0
Mais dans ce cas, on avait en réalité
1=Q=L(P)=L(0)=0

ce qui est contradictoire. Ainsi, ) ne pouvait par avoir d’antécédent et donc L n’est pas
surjective.
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f Remarque :
| Une application f € L(E; F) injective est un isomorphisme de E sur Im f C F.

111 Applications linéaires en dimension finie

Dans cette section, on se donne E, F' deux espaces vectoriels, avec E de dimension finie
et f e L(E,F).

II=-1 Rang et matrices

On rappelle que par définition, rg f = dim Im f (valide car E de dimension finie entraine
Im f nécessairement de dimension finie).

Théoréme 140

Si F est de dimension finie, alors, pour toutes bases B de E et B’ de F, on a

rgf =19 (M(f)s8)

En particulier, on obtient que Tg (M(f)g/ﬁ) ne dépend pas des bases B’ et B.

Démonstration :
On pose B = (eq,...,¢e,). Alors, la matrice M(f)p 5 n'est que 'expression des
vecteurs f(ey),..., f(e,) dans la base B’. Ainsi,
rg f = dimIm f — dim Vect (f((—%l),, A f((’n)) =1gM(f)p 5
0 Im f=Vect (f(e1),....f (en))

II=-2 Image d'une base et injectivité

Théoréme 141

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F' un espace vectoriel et f € L(E, F).
les conditions suivantes sont équivalentes :

= [ est injective

m [limage de toute base de E est une famille libre de F

m [limage d’une base de E est une famille libre de F

s dimE=rgf
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Démonstration :

e Montrons que i = i) :

Supposons que f € L(E, F) soit injective et soit B = {ey,...,e,} une base de F.

. Montrons que f(B) ={f(e1),..., f(en)} est une famille libre :

Soient Aq,..., A\, € Ktels que A1 f(e1) + ...+ \.f(en) = 0. Par linéarité de f, on
a f()\lel + ...+ )\,Le,,,,) =0.
Par injectivité de f, on trouve

)\161 + ...+ )\nen =0

puis par liberté de B, on obtient Ay = ... =\, = 0.

. Conclusion : f(B) est une famille libre dans F'.

o Montrons que 4i) = i) : trivial!

o Montrons que i) = iv) :

Soit B une base de E telle que f(B) est une famille libre base de F. Donc

rg f=dimImf =dimVect (f(B)) = cardf(B)=cardB=dimFE
f(B) libre

o Montrons que iv) = i) :

Supposons iv) et montrons i), c’est-a-dire que f est injective. D’aprés les propriétés
des applications lin¢aires, cela revient a montrer que ker f C {Og}.

Soit = € ker f. On pose B = (eq,...,e,) une base de E. Il existe donc aq, ..
K tels que

L, 0 €

r=aw1€e1 +...0n€n
En appliquant f, on obtient, par linéarité,

0= f(CU) = alf(el) + ... anf(en)

Par iv), la famille {f(e1),..., f(en)} est libre. D’ou a4
z=0.

L’application f est donc injective. [J

.= a, = 0 et donc
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m Exemple 19
Soit Lo: Ry [X] — Rg [X]
P — primitive de P qui s’annule an 0

On admet ici qu’elle est bien définie et linéaire. Voyons qu’elle est injective encore
d’une autre maniére par-rapport au cas Lo : R[X] — R[X] traité précédemment.

On pose la base canonique de Rz2[X] : B = (1, X, X?). On observe alors que son image
par L est

Lo(B) = (7(1),SC0, F(x%) = (X, 3x%, 33

Ceci est une famille libre de R3[X] (car c’est une famille de polynémes non nuls de
degrés échelonnés). Lo est donc injective. ("iii= 1)" du théoréme)

4] Remarque :

Généralement, la technique de ’exemple précédent n’est pas la méthode la plus
pertinente pour démontrer 'injectivité. La technique du noyau s’avére souvent plus
efficace.

Corollaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F' un espace vectoriel et f € L(E, F).
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

m f est un isomorphisme;

m [limage de toute base de E est une base de F'.

= [image d’une base de E est une base de F'.

Démonstration :

{f(61>a ceey f(en)}

. On rappelle que, d’aprés une proposition précédente, f(B)
est une famille génératrice de Im f.

° Montrons que i) = i) : Supposons que f est un isomorphisme. Alors :

. comme f est injective, d’aprés le théoréme précédent, 'image d’une base de E
est une base de Im f.
. comme f est surjevtive, Im f = F. L’image d’une base de E est une base de

Imf=F.
° Montrons que 4i) = 4i7) : trivial
° Montrons que 4ii) = i) : Soit B une base telle que f(B) est une base de F.

. Montrons que f est surjective : . Alors,
— Applications linéaires —



F =Vect f(B) =Im f
f est donc surjective.
. Montrons que f est injective : Comme F' = Im f, alors I'image d’une base de FE
est une base de Im f. D’aprés le théoréme précédent, f est donc injective.
O
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m Exemple 20
Revoyons que Lp: Ro[X] — R3[X] n’est pas un isomprphisme :
P [P
En effet, I'image de la base (1, X, X?) est (f(1), f(X), f(X?)) = (X, $X? 1 X?), qui

n’est pas une base de Rz [X] car c’est une famille de cardinal 3 dans R3 [X] de dimension
4.

Corollaire

Soient E, F deuz espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B, G et
feLl(EF).
Si f est un isomorphisme, alors toute matrice Mp g(f) est carrée.
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Démonstration :

On note n = dim E et F = (f(e1),... f(en)) ot B=(e1,...,e,).

D’aprés le corollaire précédent, on sait que F est une base de F', donc dim F' = n.
Comme

dim F = dim F

la matrice est donc carrée. OJ

Corollaire

Soient E, F deuz espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B, G et
soit f € L(E,F). Alors

f est un isomorphisme ssi Mp g(f) est inversible.

Démonstration :
On note F = {f(e1),... f(en)} ou B=eq,...,e,.

° Supposons que f est un isomorphisme.

Alors, d’apreés le corollaire précédent, la matrice M = Mpgg(f) est carrée. Ses
vecteurs colonnes qui forment la famille F sont libres car I'image F de la base B
est une base de F' (corollaire d’avant).

° Supposons que la matrice est inversible.

Alors les vecteurs colonnes F sont libres et de cardinal n = dim F. Autrement dit,
ils forment une base de F. D’apreés le cours précédent (corollaire), comme I'image
F d’une base B de E par f est une base de F', alors c’est un isomorphisme.

O

H=-3 Théoréme du rang et conséquences

Théoréeme 142 4y rang

Supposons que E soit un espace vectoriel de dimension finie, que F soit un espace
vectoriel et f € L(E, F). Alors

dim F =dimkerf +rg f

Démonstration :

ker f est un sous espace de E de dimension finie. On note By = (ey,...,e,) une
base de ker f. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on sait que 1'on peut
compléter By en une base B = (eq,...,e,) de E.

Notons G = Vect(ep41,...,¢en) et fo Papplication linéaire
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fG G —» F
x = fx)
. Montrons que fg est injective :
Soit = € ker fo. Alors x € G et Op = fa(x) = f(x), dou z € ker f NG = {Og}.
Ainsi, = Opg et donc ker f¢ C {Og} Comme fo est injective, on obtient en
particulier dim G = dimIm fg, c’est-a-dire

autrement dit, n—r=dimlm fg,

dim F — dimker f = dimIm fq

« Montrons que Im fg =1Im f :

Par définition de fg, il est clair que Im fo C Im f.

Montrons que Im f C Im fg : Soit y € Im f. Il existe alors z € E tel que f(x) = y.
Or, comme N est une base de E, il existe aq,...,a, € R tels que

r=oie; + ...+ arer t+aprpipp1 + ...+ péy

D’ou €ker f el
y=f(z) = fla) +f(aryrerp1 + ...+ aney)
N~~~
=0p geqG

autrement dit, il existe g € G tel que y = f(g). Ainsi, Im f C Im f¢.

Cette égalité implique clairement que | dimIm f = dimIm fg.

. Conclusion : Les deux égalités de dimension obtenues en encadré donnent claire-
ment le résultat annoncé. [

Théoréeme 143

Soient E, F deuz espaces vectoriels de méme dimension et f € L(E,F). On a

f injective <= f bijective <= f surjective

Démonstration :

f injective < ker f = {0g}
< dim(ker f ={0g}) =0
& dim E =rgf (Théoréme du rang)
< Imf=F (Im f C F et égalité des dimensions)
& f surjective

Ainsi, si f est injective, alors elle est surjective et donc bijective.
Si f est bijective, alors elle est injective et donc bijective. [J
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f Remarque :

Notons qu’en terme de calcul, si f est continue sauf en un nombre fini de points et
si est nulle en dehors d’un intervalle ]a, b[, ’étude de I'intégrale sz f est réduite a

Pétude de [ f.
En effet, I'¢tude de [*_ f = [*_ 0 ainsi que f;oo f= fb+°° 0 est triviale. Ces deux

intégrales sont convergentes et valent toutes deux 0. Ainsi, fj;: f converge ssi f; f
converge et les deux integrales ont méme valeur.

VARIABLES A DENSITE

CHAPITRE

I Densité

Commentaires : m Exemple 1

Nous avons vu, dans le cadre des va- ] e siz>0 -
riables aléatoires finies (par ezemple La fonction f: 2z € R +— 0 P est une densité :
pour la loi binomiale), qu’en établis-

sant, dans certains cas, l’histogramme
des probabilités d’une variable X <
B(n,p) (ci-contre n = 100, p = 0,5),
on obtient un graphique pouvant étre
approximativement délimitée par une
courbe (cf ci-contre).

La courbe donnée en exemple ci-dessus (qui donne les “bords” de I’histogramme) ad-

En effet, elle est continue sur R*, positive sur R et de plus, on sait que

o0 g ee}
/ f= / e tdt =1
J —oo J0

Commentaires :

met donc une aire égale environ égale ici & la “somme totale de l’aire des rectangles”,
c’est-a-dire, la somme de toutes les probabilités : 1. De méme, la probabilité d’obtenir
par exemple 4 succeés pourrait étre environ obtenue par une intégrale par un morceau
d’aire sous la courbe (entre 2 bornes).

Concernant les variables discrétes, une telle courbe n’est qu’approrimative, mais il
existe d’autres variables, dont le comportement est plus excatement décrit par ce

Nous allons commencer & voir com-
ment ces fonctions dites “densités”
vont en effet pouvoir décrire en des
lois de probabilités et comment nous
pouvons nous en Servir précisément.

Sur le schéma ci-dessous, on rappelle
que la valeur de la fonction de réparti-
tion F(x) de la loi donnée correspond
a Uaire des “barres” :

type d’objet (que nous appellerons des densités). C’est ce que nous verrons dans ce
chapitre.

Or, on rappelle que toute loi de variable
aléatoire peut étre décrite par une fonc-
tion de répartition et réciproquement.
Nous allons donc établir un lien entre
“densité” et “fonction de répartition”.

Théoréme 144

I-.l Définitions et généralités

Soit f une densité.
La fonction F: R — R

T — /;f(t)dt

W( Définition est une fonction de répartition car :
On appelle f: R — R une densité si f est une fonction
m positive,

= continue (sauf peut étre en un nombre fini de points),
+o00 @ 0<F(z)<1 VzreR.
= d’intégrale convergente sur R avec / ft)dt =1. .

oo m F' est croissante.

F est continue (donc continue a droite) en tout point de R
lim F(z)=0; xEI-l{looF(x) =1

T—>—00
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Démonstration : »
Pour commencer , comme f est intégrable sur R, cela signifie que / f(t)dt est
J —oo

bien définie pour tout x € R.

ii)  Montrons que F est croissante :
f est positive, donc, si u < v, par convergence des différentes intégrales, la relation
de Chasles nous dit que

F(v) :/’ £() dt:/' F(t)dt+ /i(,t_)/dt
—00 —00 ~ Ju A
=F(u Se—  ——

>0 (bornes croissantes)
D’ou
F(u) < F(v)

ce qui donne la croissance de F'.

iv)  Montrons que lim F(z)=0; lim F(z)=1:
T—r—00

T—+00

“+oo
D’une part, par hypothése, 1131 F(x) = / f@)dt=1.
r— 400 o

D’autre part, on a

ﬂ@/mfmﬁ/ﬂf®ﬁ+

J —00 J —00

/ F(t)dt
J0
— 7 Jo T fWydt=— [0 f(t)adt

Dou lim F(z)=0.

T—r—00

i)  Montrons que 0 < F(z) <1 Vz € R.: Conséquence immédiate de ii) et iv).

iii) La continuité : Pour tous a,x € R, par convergence et relation de Chasles, on
a

T
F@) - @)l =| [ e
Ja
Soit A = {ay,...,a,} sont les points de discontinuité éventuels de f, classés par
ordre croissant : a; < ... < a,. Pour les besoins d’écriture, on écrit a, 11 = +00

Sia ¢ A, la limite quand x — a ne pose pas de probléme, puisque, pour x
proche de a, c’est une intégrale classique. La limite vaut 0.
Sia=a; €A, pour x proche de a, c’est une intégrale impropre dont le seul

probléme est en a. On a
T rQj 41 Qg1
[ral | [ swa- [T jwa

C’est mainenant par hypothése de convergence qu’elle tend vers 0 quand x — a =
a;.

|F(z) — F(a)| =
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@’ Définition

On dit que la variable aléatoire X "est de densité f"

ou "admet une densité f" si : h
N\ f
P /

m [ est une densité

sVzeR, P(X<z)=/[ Ff VA
. = P(X <)
ie. Fx :z e R f(t) dt est une fonction de répartition de X.
—00
<4 Remarque :

Il n’y a pas unicité de la densité possible pour une variable aléatoire . En effet, celle-
ci est définie & un nombre fini de points prés. En effet, si on modifie la valeur d’un
nombre fini de points de f, ceci ne change pas la valeur de l'intégrale. Néanmoins,
on fait généralement toujours en sorte que la densité soit "la plus continue possible"
afin de ne pas compliquer les situations.

m Exemple 2

Loi uniforme sur ]0;1] :

Supposons que X désigne un nombre pris au hasard dans I'intervalle |0; 1].

0 siz<O0
Rappelons sa fonction de répartition Fy : Fx(z) =<¢ 2 si0<a2 <1
1 siz>1
0 sit<O
Posons f telle que f(t)=¢ 1 si0<t<1
0 sit>1

* Densité : f est une densité (laissé en exercice)
x

* Fonction de répartition : Vérifions que, pour tout = € R, /

— 00

f:Fx(iL')t
Si:c<0:/z 0=0= Fx(z)

Si:z:e[O,l]:Oo/_g;f:/;l:x:FX(x)

Six>1:/_g;f:/011:1=FX(x)

x
Ainsi, Fx(z) = / f pour tout x € R et ainsi, X est de densité f.
—00
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Pour toute densité f, il existe une variable aléatoire X telle que X soit une variable
de densité f.

Démonstration : admise. [
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Sans préciser la densité :

¢ Définition
‘ On dit qu’une variable aléatoire X "est a densité”
une densité f telle que X est de densité f.

/I)

"admet une densité" s’il existe

m Exemple 3

La variable aléatoire qui donne un nombre aléatoire dans Uintervalle ]0, 1] est & den-
sité.

I-.2 Si je sais qu'une variable admet une densité

Propriété 146

Si X est une variable aléatoire a densité, alors Fx est continue.

Démonstration :

C’est la propriété iii) du théoréme de la page 145! [

CONFUSIONS

Il s’agit 1a bien de la fonction de répartition et non de la densité, qui elle,
peut avoir des points de discontinuité.

Corollaire

Une variable aléatoire finie ne peut jamais étre a densité.

Démonstration :

La fonction de répartition d’une variable aléatoire finie est en escalier... [

] Exemple 4 Variable aléatoire qui n’est ni finie ni a densité :

On considére les deux expériences sui-
vantes :

xXT

expérience(1) :

donne avec certitude le nombre %
expérience(2) :

donne un nombre au hasard entre % et 1.

;{ . On choisit au hasard d’appliquer expé-
rience(1) ou expérience(2) et on note X
le résultat obtenu.

La fonction de répartition est ci-dessus (on pourra éventuellement la prouver un peu
plus tard, quand on aura parlé des wvariables uniformes sur des intervalles quel-
conques.

La variable n’est pas a densité (fonction de répartition non continue ...)

Corollaire

Si X est une variable aléatoire a densité, P(X = x) = 0 pour tout xz € R.

Démonstration :

Nous avons vu précédemment que

PX=z)=P(X<z)—P(X<z)=Fx(z)— P(X <x)

et que de ce fait, P(X = z) correspondait & la "hauteur de discontinuité" de Fx
en x. S’il n’y a pas de discontinuité, ceci vaut donc 0. Soit x € R. Par propriété
des probabilités, on a toujours

P(X=xz)=P(X<z)-P(X<z)=Fx(x)—P(X <x)
Or, nous avons observé que
D, )= li <t)= lin (T
PX<o) = i PE<H= ln, X0
Ainsi, par continuité de F'x, on obtient
P(X <z)=Fx(z)=P(X < z).

D’ou PX=z)=00

Corollaire

Si X est une va de densité f, de probabilité p et de fonction de répartition Fx,
alors, pour tous a,b € (R), avec la notation F(4+00) =1 et F'(—o00) =0 :

B P(]—o02]) = /_z f(t)dt pour tout x € R.

b
B Pla< X <)) :/ f(t)dt pour tout a,b € R.

B P(X =a)=0 pour tout a € R.

. /f t)dt = Fx(b) — Fx(a) = Pla < X <b) = Pla < X <b)

=Pla<X<b=Pla<X<b)

Démonstration : exercice. [

148
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Proposition 147

On se donne X une variable aléatoire de densité f, alors, en tout point z ou f est
continue,

Fx est Clen z
Fi(x) = f(z) (i.e. Fx est une primitive de f.)

Démonstration

xr
Posons F' : z — / f(t)dt en les points cités. Soit donc = € R tel que f soit
J -0
continue en x.

On note n € N* et A = {aq,...,a,} I'ensemble fini des points de discontinuité de
f, numérotés de facon a avoir a; < a;41. On note ag = —00 et a1 = +o00. Alors
il existe i € [0,n] tel que

a; < T < Qg1

On pose

« €]a;,a;11[ une valeur constante quelconque.

On a alors

Fa)= [ s+ [ r=r+ [ 1

Comme f est continue sur ]a;,a;11] avec o, €la;, a;41[, on sait que ¢ : x €

lai, a1 f; f est une primitive de f sur Ja;, a;41[ (et donc en particulier C'.)

Comme, F'(«) est une constante par-rapport a x, par somme, F est C! en z avec

m Exemple 5

Il

Soit X une variable aléatoire de densité f : ¢ — %e‘ . Déterminons la fonction de

répartition de X.

On note que f est continue sur R. On note Fx la fonction de répartition de X sur R.
Comme F' est une primitive de f sur R et que 'on a
et sit>=0
fit—

el sit<0

N[= N[

Par primitive (sur les intervalles ouverts...!), on sait qu’il existe a, b tels que

—%eft—l—a sit>0
FX e
se"+b sit<0
Or, la fonction de répartition doit vérifier l,lnoé Fx =0, ce dont on déduit, par passage a

la limite dans la formule de Fx :

R b=0
De méme,
lJiHlszl = a=1
On a donc 1-— ée*" sit>0
Fx :tw—
%et sit<O0

La fonction Fx étant nécessairement continue a droite (ct méme continue sur R car X
est & densité), on peut tout simplement poser

Fx :t—
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9 Exercice 1 e Supposons que f =0 sur | — 00; a]U]b, +0o0].

'Eoit X une variable aléatoire de densité f : ¢ — m Déterminer la fonction de On note Fx la fonction de répartition de X. f étant continue sur | —oo; a[U]b, +00],
répartition de X. on sait que Fx est C! sur | — oo;alU]b, +oo[. Ainsi, par primitive de la fonction
nulle, il existe deux constantes «, 8 € R telles que
Solution
. ) o ) a sizx<a
On note que f est continue sur R. En notant Fx la fonction de répartition de X, on sait Fx(z)=P(X <x)= 5 o ;
p Sstx >0
que , 1 /
F = =— VteR
(@) = £0) = s Ve
On note Fx la fonction de répartition de X sur R. Comme F' est une primitive de f sur Les limites de F'y en —oo et +0o donnent alors o« = 0 et 8 = 1. Par continuité de
R, par primitive, On sait alors qu’il existe a tel que la fonction de répartition, on en déduit que
Fx(x) ! arctanx + a
X)) = 0 siz<a
g FX(I*):P(Xgl'):{ ] ;[
Or, la fonction de répartition doit vérifier lim F'x = 0. ce dont on déduit, par passage a la 1 siz>b
limite dans la formule de Fx : ) Ainsi,
L a=3 Pla< X <b)=Fx(b)—Fx(a)=1-0=1
Corollaire

La démonstration pour [ non continue en dehors de [a,b] est admise. O

Soit X une variable aléatoire de densité f et a,b € R (a<b). Alors,
m Exemple 6

Supp(X) C [a,b] <= f =0 en tout point de continuité dans R\[a, b] Reprenons la densité
0 sit<O
4] Remarque : f=<{1 siogt<1
Dans les ouvrages de probabilités, I'écriture "Supp(X) C [a,b]" est généralement 0 sit>1
remplacée par et déterminons cette fois-ci la fonction de répartition F' de X de densité f grace aux
a<X<b p.s. techniques que nous venons de voir :

ou "p.s." signifie "presque stirement", ce qui signifie que la probabilité de I’événement
"a < X < b" est 1; autrement dit, qu’on est quasiment certain que X sera borné par Tout d’abord, nous constatons sur la fonction densité f, qui est nulle sur R — [0, 1], que
a et b. En pratique, par abus de notation, on se passe souvent de la notation "p.s."
pour ne dire que a < X < b.

Supp(X) C [0,1]
et donc

e Fy=1 0 sit<0
émonstration : N 1 sit>1

e Supposons que la variable X soit bornée par a,b, i.e. Supp(X) C [a,b].

Si t €]0, 1], f étant continue sur cet intervalle, on sait que F’(t) = f(t). Ainsi, il existe

Alors, en notant F'y la fonction de répartition de X, on a a € R tel que
Fit)y=t+a
Fx(z)=P(X <z)= 0 siz<a La continuité de F' en 0 nous donne alors
' o 1 siz>b
0 =lim I = F(0) :lir+nF:o¢

Or, X est une variable & densité et Fx est C' sur | — oo; a[U]b, +00[. On peut donc 0 0

en déduire qu’en tout point de continuité de f en dehors de [a, b], on a En conclusion, on a encore une fois sit<0
. : 0 siz<a F(t) = t sio<g<t«1

fz) = Fx(x) = . 1 osit>1

0 siz>b >
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I-.3 Si je veux montrer qu'une variable admet une densité

On se demande ici comment déterminer si une variable est a densité, et de surcroit,
déterminer cette densité.

Proposition 148

On se donne X une variable aléatoire de fonction de répartition F'. Si F' est
. continue sur tout R

. et de classe C! sauf en un nombre fini de points ay, ... a,,

alors X est une va a densité de densité f telle que

f(.’E):FI(.’L') Vm#ala"'van
(les valeurs de f(aq),..., f(a,) = 0 pouvant étre choisies arbitrairement.)

& BIEN PENSER A TOUTES LES CONDITIONS

2 On ne peut pas retirer la condition "continue sur tout R".

Démonstration :
f est une densité de X ssi
i) f est continue sauf en un nombre fini de points et positive.

.. +
ii) L;O f est convergente de valeur 1

iii) F(z)=["_ f pour tout .

° Cas de i) :
f est définie par f(z) = F'(z) Vz # ai,...,a, avec F et de classe C! sauf
en un nombre fini de points ai,...a,. Ainsi, par hypothése, f est continue sauf

éventuellement en aq, ..., a, par définition.

De plus, F' étant croissante, f = F’ est bien positive pour tout x # aq,...,a,. Les
valeurs de f(ay),..., f(a,) sont ensuite choisies arbitrairement.

° Cas de i) :

Quitte a renommer les points, on peut supposer que a; < ... < a,. On note
apg = —00 et ap41 = +00

On note également
F(ap) = lim F(t) = ) lim F(t)=0
[——00

et t—agp
) ait1 F((LTLJFI) - t*1>l(lIT}+1 F(f) =1
* Etude de / f(t)dt pouri=0,...,n:

On pose f(z) = F'(x) Vo # ay,...,an et f(ar),..., f(a,) quelconques. Alors,
sur chaque intervalle Ja;, a;11[, F' est une primitive de f. Aussi, on a

/ "t dt = Fu) ~ F(v) Va,v €las, gl
151

Il y a donc deux problémes de convergence éventuels (a; et a;11). Comme F est

Ai+1

continue, les limites en a; et a;4; existent, ainsi, / f(t)dt est convergente et
a;

vaut, par passage a la limite en v — a; et v = a;41 :

LTENY
/ ft)dt = F(aj+1) — F(a;) car F continue
Ja; "Qig1 00
Chaque morceau / f étant convergent, 'intégrale / f est convergent, avec

v ag J —00

+oo n @it n
[ r= [ =Y Pl - Fla) = Flans) - Fla) =1-0=1
o i=0 7 @i i=0

En conclusion, f est bien une densité.

° Cas de i)
D’aprés ce qui précéde, on sait que f:ocf converge. Soit x € R. Comme

n

U Jai, aip1[=] — oo, +o0], il existe ¢ € {0,...,n+ 1} tel que = €]a;, a;+1[. Alors

i= v a i1 api x
[swa= [ s [T [

"Qj 41 oAt

f = F(a;+1 — F(a;) ainsi que / f=F(a).
Jag J —00
Le méme principe que dans ce qui précéde permet également de montrer que

f=F(z) - F(ai1)

Or, on a vu ci-dessus que /

Dou [* f(t)dt = F(a1) + ;le (F(ait1 — F(a;)) + F(z) = Flaiy1) = F(z)

° En conclusion
on vient de montrer que F' était bien associée a la fonction densité f. [J

m Exemple 7
Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx définie par

0 sit<1
F(t)=<Int sitelle]
1 sit>e

Dire si X est & densité et si c’est le cas, la déterminer.

° X est a densité :

On observe que F est une fonction de répartition continue sur | — oo, 1[, [1, ¢[ et [e, +o0].

En 1" :limF =0 =Inl = F(1). Ainsi, F est continue en 1~ (et en 11) d’aprés la
-

remarque précédente, donc continue en 1.
Ene :limF =1lne = 1 = F(1). Ainsi, I est continue en e~ (et en e*) d’aprés la
-

remarque précédente, donc continue en e.
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En conclusion, F' est continue sur R.

De plus, F est C' sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points : 1 et e.
On peut donc dire que

X est une variable aléatoire a densité.

° Calcul de la densité :
On note fx une densité de X. On a alors, pour tout ¢ # 1, e,

sit<1
sitell,ef

= O

fx(t) = Fx(t) =

o

sit>e
On peut ensuite choisir arbitrairement les valeurs de f(1) et f(e). On propose par
exemple

sit<1

fx() = sitell,e

O «= O

sit>e

¢ Définition
‘ Si une variable aléatoire X est a densité, donner la loi de X signifie "prouver qu’elle
admet une densité et la donner.

152 — Variables a densité —



? Exercice 2
‘R

eprendre 1’exemple de la variable X qui suit une loi uniforme donnée par la fonction
0 six<O

de répartition F' : x — ¢ & si 0 < z < 1. Montrer (cette fois-ci a 1’aide de la technique

1 siz>1

précédente), que X est une variable a densité, puis déterminer (4 nouveau) sa densité.

Solution

On a précédemment montré que X était & densité, notée ici f, avec

0 sit<O0
f)=4 1 sio<t<1
L 0 sit>1

I1

Moments, Espérance et variance

Dans tout ce paragraphe, sauf mention faite du contraire, on supposera que X est une
variable aléatoire & densité.

¢ Définition
Soit X une variable aléatoire réelle de densité f. On dit que X admet une espérance

+o0
(ou que E[X] existe) si / || f(x) dz existe. On appelle alors espérance de X et

on note E(X) la valeur

m Exemple 8

Si X est une variable aléatoire de densité f : ¢ — W(I}HQ),

d’espérance.

alors elle n’admet pas

En effet, on observe que
1
() ~ — >0
oo Tt
Or, l'intégrale f]v% }f dt diverge, donc il en va de méme de (TX‘ |t| f(t), et donc de
J23 @)

153

# Définition
‘ Si X est une var a densité admettant une espérance E(X) = 0, on dit qu’elle est
centrée.

Propriété 149

On suppose que X est une var a densité qui admet une espérance. Si X > 0, alors
E(X) > 0.

Démonstration : exercice. [

f Remarque :

Il n’existe pas de variable positive et a densité d’espérance nulle :

En effet, supposons que X soit positive et a densité (on la suppose continue. Alors
elle admet une densité f telle que f = 0 sur | — oo; 0[. Alors

+oo
O:E[X]:/ xf(x) da
0 S——
>0
Ainsi, zf(z) est une fonction nulle sur |0; +-o00[ (sauf éventuellement en un nombre
fini de points). On suppose ici pour faciliter 'écriture qu’elle est nulle partout sur
]0; +00[. On en déduit, par primitive, que

0

1
ce qui nous donne une fonction de répartition non continue sur R, ce qui est impos-
sible pour une variable & densité...

siz <0

Fx(@) siz>0

Théoréme 150 ("lingarite")

On suppose que X et Y sont deux variables aléatoires admettant chacune une es-
pérance.

m Alors B(X +Y) eziste et E(X +Y) =E(X)+E(Y);

m Pour tous a,b € R, aX + b est une variable a densité et
E(aX +b) =aE(X) + b

Démonstration :

(premier point admis) et deuxiéme en exercice. [
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& GARE AUX AFFIRMATIONS HATIVES !
On ne dit pas que X + Y est forcément une variable a densité, mais seulement que

I’espérance existe :
Par exemple, si X est une variable a densité, —X également, mais

X+ (-X)=0

C’est une variable constante ; donc finie et non & densité.
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Théoréeme 151 qe transfert

p: I = R une fonction continue (sauf en un nombre fini de points). Alors

©(X) admet une espérance ssi

il existe un intervalle ouvert ]a,b| tel que Supp(X) Cla,b[C I

b
et/ lp(z)] f(x) dx converge

Dans ce cas,

b
E(po X) = / (@) f () di

Si X est une variable aléatoire réelle de densité f, ainsi qu’un intervalle I tel que

Démonstration :

Cas ¢ € C! bijective croissante. Densité de p o X :

On pose t = p(u), alors dt = ¢'(u) du, d’ou
)
[ rwd= [ sew)ew d

Une densité de ¢ o X est donc ¢t — f(p(t))¢'(t) = 0.

p o X admet donc une espérance ssi

00
/ lz| f(p(2))¢’ (z) do existe

Le changement de variable dans le sens inverse donne le résultat escompté.

. les autres cas sont admis. OJ

<4 Remarque

Le théoréme de transfert nous dit en particulier que I’existence de I’espérance d’une
v.a. X est équivalente a 'existence de celle de | X|. De plus, on a la propriété sui-

vante :

m Exemple 9

Soit X une variable de densité f définie sur R par f(t) = %e"”. Alors la variable
X31n(1 + | X|) admet une espérance :

En effet, d’aprés le théoréme de transfert, X*In(1 4 |X|) admet une espérance ssi

SIS
%/ [t*In(1 + |t|)]e” "' dt converge, ce qui ici, par parité¢ de la fonction (et en-
J —oo
suite remplacement de la valeur absolue dans 'intégrale), revient a la convergence de
oo
1= / t2In(1 4+ t)e " dt.

Jo
La fonction dans l'intégrale est continue sur [0, +o0[, et on a

0<t®In(1+t)e " <tdte " =t'e™ VE=0 (exo)

400

s 4 —t PR . L

Or, d’apreés le cours, / t*e " dt converge. Par théoréme de comparaison des intégrales
0

de fonctions positives, on sait alors que I converge et que donc l'espérance existe.

Propriété 152

Si X admet une espérance, alors | E[X] | <E[ |X] ]

Démonstration :

D’apres le théoréme de transfert, |X| admet une espérance si et seulement si
400

/ || f(z) dz converge. Or, c’est exactement la méme condition que pour I'exis-

J —o0

tance de I'espérance de X.
De plus, toujours par ce méme théoréme, cette valeur correspond a E[ | X| ]. Voyons
maintenant la comparaison des valeurs :

Pour tout z € R, on a —lz] <z < |z
ainsi, comme f est positive, —lz|f(x) < azf(x) < |z|f(x)

D’oi, par convergence de toutes les intégrales, —E[ |X| | < E[X] < E[ |X]|]. O

m Exemple 10

Dans I’exemple précédent, étant donné que
IX3In(1+ | X])] < X*  (ewo)

et que E[X*] existe et vaut #f = 24 (exo) on en déduit que

[E[X3In(1 + | X])| < 24

Commentaires :

| Le théoréme de transfert légitime également la définition suivante :
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g’ Définition
“+o0

Si X™ admet une espérance (i.e. si / |z|" f(z)dx cv), on dit que le moment
o0

+oo
d’ordre n existe et on appelle E(X™) = / x" f(x) dx le moment d’ordre n de la

variable X -

Théoréme 153

Si X est une variable aléatoire bornée a densité, alors elle admet des moments de
tout ordre.

Démonstration :

Soit M un majorant de | X| et f la densité de X. Alors, pour tout n € N

Comme on a Supp(X) C [-M, M], la densité f est nulle en dehors de [—M, M].

00 M
|z|" f (x)dx équivault & celle de / |z|" f(x)dx.
~ M

Ainsi, la convergence de /
J —00
Or, comme pour tout x € R on a

|z f(x) < M"™ f(x)

M

on en déduit, comme / f converge, par théoréme de comparaison des intégrales,

J—M

M
que / |z|" f(x)dx converge et donc que le moment d’ordre n existe. O
J—M

? Exercice 3

,Eoit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx définie par
0 sit<1
F(t)=1{ 2=¢Int site[l,e]
1 sit>e

Montrer que X admet des moments de tout ordre.

Solution

La variable est & densité et bornée car 1 < X < e p.s., donc admet des moments de tout
ordre.

Proposition 154

Soit n € N. Si X" admet une espérance, alors X™ admet également une espérance
pour tout 0 < m < n.

# Définition
Si X? est intégrable, la quantité
V(X) = E((X - E(X))?) = E(X?) - E(X)?

existe et est appelée variance de X.
On appelle également o(X) = /V(X) ’écart-type de X.

Propriété 155

Soient X admettant un moment d’ordre 2 et a,b € R. Alors, on a

1. V(aX)=a?V(X).
2. V(X +0b=V(X).

Démonstration : exercice. [

Propriété 156

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé.
H1: Siles moments d’ordre 2 de X et Y existent
H2: Siles variables X et Y sont indépendantes,
alors
VIX+Y)=V(X)+V(Y)

Démonstration : exercice. [

111 Exemples fondamentaux

III-1 | 6i uniforme
[ |

Commentaires :

On cherche & décrire la loi d’une variable donnant un nombre au hasard dans un
intervalle [a,b]. On sait qu’une densité existe pour Uintervalle 10,1] et on imagine
donc qu’il en existe une sur [a,b]. Dans ce cas :

o Supp(X) C [a,b] donc la densité est nulle en dehors de [a,b].

e Pour h constant, les probabilités du type P(a < X < o+ h) (aire sous la courbe
densité entre a et o+ h) avec a < a < a + h étant toutes identiques (par choiz au
hasard), on imagine que s’il y a une densité, elle doit nécessairement étre constante.
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¢ Définition et Proposition

Soit X une variable aléatoire réelle. On dit qu’elle suit une loi uniforme sur [a,b]
(a < b) si elle admet comme densité la fonction f: R — R telle que

0 sit<a
1
- 1) = ia<t<
f(t) b_a[a,b]() — sla t<b
0 sit>b a b

On note L(X) = Uja;p) ou X — Uja;p)-

Démonstration :

On vérifie que c’est bien une densité [

0 siz<a
Fonction de répartition : L Flz)=442 sia<z<b
1 six>b

a b

Démonstration :

On note F' la fonction de répartition de X. La fonction densité est continue sauf
en 0 et 1. Ainsi, F est C! sur R sauf en 0 et 1, avec F une primitive de f. Ainsi, il
existe a, 5,7 € R tels que :

« siz<a
Fx(z)=( 35, T8 sia<z<b
o six>b

Les limites de I’ en +00 donnent aw = 0 et v = 1. F' est la fonction de répartition
d’une variable & densité, ainsi, F' est continue. La continuité en a donne alors

a
) B =—
D’ou b—a
0 siz<a
Flz)=( 2 sia<z<b
1 sixz>b

Pour finir, la continuité en b permet de mettre une inégalité large sur a < = < b
ouz >b.

Commentaires :

X suivant une loi uniforme sur [a,b] peut étre le résultat d’un tirage au hasard d’un
nombre entre a et b.

f Remarque :

On peut généraliser cette définition a toute loi uniforme sur [a, b[ ou ]a, b], ou encore

Ja, b[ en adaptant f, mais en réalité, c’est inutile, car les fonctions de répartition sont
en réalité égales.

Proposition 157

Si X ~» Ujqy), alors les moments de tout ordre existent.
En particulier, N (b—a)?

E(X) = "5~ et V(X) = 0

Démonstration :

1
On note f = ]7]1[{,:,)] la densité de X.
b —a

00 1 b
/ |2"|f(z)de = —— / |x"|dx existe
) b—a, a

alors | X"

et intégrable pour tout n € N.
. Espérance :

+o0
E(X) = / xf(x)dr =

L b—a

b 2
1 x b
/ rdr = [I }” _ o

. Variance :

. e 1 b 1 a3 1 ¥ —a® a?+ab+0?
E(X?) = 22 f(z)de = / 2?dr = —1b = =
(X%) ,/,X v f () da b—a J, roar b—a[SL' b—a 3 3

B a? + ab + b? a? + b2 + 2ab B a? — 2ab + b2
N 3 4 N 12

1 1
Remarque : En particulier, si X ~ U1}, on a E(X) = 3 V(X)=—

Proposition 158

Soient a < b € R. Alors X suit une loi uniforme sur [0,1] si et seulement si
Y = (b— a)X + a suit une loi uniforme sur [a, b].

Démonstration : exercice. [
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H:-Q Loi exponentielle

¢ Définition et Proposition
Soient A > 0 et X une variable aléatoire réelle. On dit qu’elle suit une loi expo-
nentielle de paramétre A si elle admet comme densité la fonction f : R — R telle

que
1

0 sit<O0
Ae ™M sit>=0

F) =AM oo((t) = {

On note L(X) = (A) ou X — (A).

Démonstration :

On vérifie que c’est bien une densité [

0 siz <0
Fonction de répartition : F(z) = { 1y

1l—e ™ giz>0

Démonstration : exercice. [

Proposition 159

Si X ~» g(A), alors les moments de tout ordre existent.

En particulier,
|
E(X) = % ;o V(X)) = L & E(X") = ;L—n Vn € N.

Démonstration :
On note f: R — R telle que f(t) = )\e?,*)‘tl[(),er[(t) la densité de X.

. Existence des moments : Soit n € N. Alors

00 ~+00
/ [t f(t) dt = /\/ the M dt
00 J0

Cette intégrale est convergente (d’aprés les exemples usuels du chapitre précédent

sur les intégrales.) On sait que plus que

00 |
o n!

/ the M dt =

JO

)\n,Jrl

Comme la variable X est positive, on peut réutiliser cette valeur pour calculer
n! n!
ny __ -
E[X } o A/\n+l /\71,

. Espérance : 1 1

A A
. Variance :
. 2 2
2\ _ .
E(X*) =1, = Xh 2
D’ou
. ‘ 2 1 1
V(X)=E(X?) -EX)?== - — = —
; (X) =E(X}) ~B(X)’ = & - 13 = =2

Propriété 160 d’absence de mémoire

Soit X suivant une loi £(A). Pour tout ¢,s > 0, on a

Pxss(X >t+s)=P(X >1t)

Commentaires :
On peut interpréter ceci de la maniére suivante :
Si X correspond au nombre de minutes d’attente avant l’arrivée d’un vendeur dans
une boutique, quelqu’un qui déja attendu pendant un temps s a exactement autant
de chance d’attendre encore pendant un temps t qu’une autre personne qui vient
d’arriver.

m Exemple 11

Avec les notations de la propriété précédente, on a par exemple
PX>2(X > 3) :P(X > ].)

Démonstration :

Par calcul : A(t+s)
P(X>sNX>t+s P(X>t+s ° :
PX>S(1( >t+5’): ( o +S) — ( - +S) = ¢

P(X > s) P(X > s) s P(X >1)
([

4D Remarque :

La seule loi discréte a avoir cette méme propriété est la loi géométrique. En effet,
rappelle que si X < G(p), alors on a également Pour tout ¢,s > 0, on a

Pxss(X >t+s)=P(X >1t)
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& CONFUSION

La propriété d’absence de mémoire ne dit en aucun cas qu’il y a égalité entre
Px<2(X > 3) et P(X > 2). En effet, ceci signifierait plutot que les événements
(X > 2) et (X > 3) sont indépendants, ce qui n’est pas du tout le cas.
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II:—?) Loi normale Démonstration :

° Montrons que X admet des moments de tous ordres :
00
Soit n € N. Montrons que l'intégrale /

IT1.3-a) Loi normale centrée réduite

2
n _z2
|z|"e” = dx converge :
—00

Théoréme 161

2
. n . . N
La fonction z + |z|"e™ "z étant continue sur R | les seuls problémes sont en

+00. De plus, cette fonction est également paire, ce qui signifie que la convergence

La fonction f: R — R telle que en —oo équivaut a la convergence en +o0o. Etudions donc la convergence de en +oc.
t2
ft) = 1 6_5 Par croissance comparée, on sait que

lim e -|z|"e” 2 =0
r—+00

est une densité de probabilité

11 existe alors X tel que,

Démonstration : admise. [ a2 22
: Vo > X 0< |z|"e™ 2 e 1

+oo 5

W Définition Or, l'intégrale e~ T dx converge. On en déduit, par comparaison d’intégrales
On dit qu’une vari.ak’)Ie aléato.ire réelle suit une loi normale centrée réduite si elle de fonctions pos)i(tivos., que
admet comme densité la fonction f: R — R telle que .
2 22
1 R / |z|"e™ 2 dz converge
_ X
fe) = me 2 et donc
"Foo %2
On note £(X) = N(0,1) ou X — N(0,1). / |z|"e™ 2 da converge.
Notation : Dans le cas particulier de la loi normale centrée réduite, on note ® sa ° Si on ne veut démzontrer que I'existence de |'espérance de X :
fonction de répartition. La fonction z ~— |z|e~ > étant continue sur R , les seuls problémes sont en 4oo.
De plus, cette fonction est également paire, ce qui signifie que la convergence en
—00 équivaut a la convergence en +o00. Ainsi elle converge ssi elle converge en +o0.
Graphe de @ : Soit t > 0. On a
oo ; Y R 2ot 2
1t z|f(x)de = — e Tdr=[—e 7]  =1—e 7T — 1]
Proposition 162 /0 [#l£ () Von /U [ Jo 1400
) . ) ) ) Ainsi, Uintégrale converge et donc E[X] existe.
la fonction de répartition ® de X suivant une loi normale A(0;1) vérifie :
1 _—_
eVr R, ®(—2)=1-®(z) ; &(0)= 3 ° Calculons I'espérance de X. e .
oVr >0, P(|X|<z)=20(x) —1et P(|X]|>2z)=2(1-®(x)). Grace a la démonstration ci-dessus, on sait que / xe” 2 da converge (absolu-
J —oo
_ . . 22
Démonstration : admise. [ ment). De plus, la fonction x — xe™ = est impaire, ce qui entraine
+:></ '172
Proposition 163 / ze” T dr =0
— 00
g . et donc
Si X ~~ N(0,1), alors les moments de tout ordre existent. B(X 1 oo 2 1
. . e T 2 dr =
En particulier, E(X)=0 et o(X)=1. (X) N '/700 ze 2 dz=0
° Calculons I'espérance de X2.
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xe” 7

+oo 2
. . . z
Grace a la démonstration ci-dessus, on sait que / 2¢="2 dx converge. De plus

Pour le calcul des valeurs précédentes a la calculatrice, on se référerra a l’annexe de fin

’ . de chapitre.

la fonction z — ze™ = est paire, ce qui entraine .

II1.3-b) Loi normale
ez dov = 2/ r7e” 2z drx .
J 0 Proposition 164
Effectuons une Ipp :
Soient i € R, 0 > 0. La fonction f : R — R telle que
u=ux uw =1
, 22 22 o 1 <t _ /1*>2
v re” 2 v=—e 2z OoUu,vE 1 5
' ft) = e 2\ 0
.2 oV 2w
Comme lim w(z)v(z) = lim —ze” 'z existe par croissance comparée, on a
wrheo pehes est une densité de probabilité
/ 22e” T do = [ — .’1:(177} + / e 2 dx . .
Jo 0 0 Démonstration :
— N— . . . .

_ 0 I On vérifie que c’est bien une densité : rappel :

D’Ol\l 2
O, sz T e
/ ze” 2 de =1 / e~ T dt = V21
1 1 . o t—p\2

° Flnalement, la variance : . . Caleulons 3R gy
Le moment d’ordre 2 existe, on peut donc appliquer la formule de la vairance : .
B V(X)=E(X?) -EX)? =1

. t—
Changement de variable u =

; t . .. .
, d’ont du = —dt, i.e. dt = o du. D’ou (exercice)
o
Le calcul des valeurs précédentes avec Python :

o 2
_lot—py2 _uZ
/ e 2 v)dl,:(f/ e 2 dt =0V27
. . L . . . | e
Avec Python, on peut simuler une variable aléatoire suivant une loi normale ainsi
que sa fonction de répartition ou l'inverse de sa fonction de répartition :

.
¢ Définition
import scipy.stats as sc Soit X une variable aléatoire réelle. On dit qu’elle suit une loi normale (ou gaus-
) sienne) de parameétres u, o si elle admet comme densité la fonction f : R — R telle
va=sc.norm () # on crée une v.a. du nom de va qui que
suit une loi N(O,1). 1/t—p\2
. (e
— 2 o
va.cdf (x) # rend phi(x) f(t)_a 27re
va.ppf (x) # rend phi~{-1}(x)
PP P On note £(X) = N (u,0?) ou X < N (u,0?).
f Remarque : .
o . Proposition 165
Les abréviations ci-dessus correspondent aux termes suivants
cdf # cumulative density fonction
ppf # percent point function

Si X ~~ N (p,0?), alors les moments de tout ordre existent
En particulier,

E(X)=pet V(X) =02

163
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Démonstration :

° Existence des moments

b t—p )2
On note a,b € R et on considére I'intégrale / |t‘7167%(%) dt.

Effectuons un changement de variable

tf
T = M’ t=ox+pu dt=odx
o
On obtient
b . b=
n —1(t=n)? 7 1,2
/ [t|"e 5 () dt:U/ lox + p|" e 2% da
a a—p
1 2

Or, 0< oz +p

| n

e 37 < (U|$\+\u|)76_5”’

n
_ n\ ki, n—k . k,—%z?
= 3 ()l FalFe
k=0
Or, on sait, d’apreés le cas des moments d’une variable aléatoire suivant une loi nor-
400
. o 1,2 .
male centrée réduite, que chacune des intégrales / \z\ke 2% dx converge, ce qui
J —00
donne, par multiplication par les constantes et addition d’intégrales convergentes,

» n
n . A _ 1,2
la convergence de/ E (k)okM" FloFem 2™ da.
k=0 N

Par comparaison d’intégrales de fonctions positives, on en déduit la convergence
de

“too 1.2
ox + ul"e 2% dx
\ I
J —o0o

par passage a la limite quand a — —oo et b — 400, on obtient donc la convergence

+oo .
de / tre=3(554)" ar,

° Espérance de X :
+oo .
t 1(t—p\2
Calcul de / 7675( ) dt :
J —0o0 o

Servons nous du changement de variable effectué ci-dessus. On trouve, aprés pas-
sage & la limite,

r+oo 1t \2 oo 1.2
/ te=2(F) dt = O’/ (ox+ p)e 2% da

—00 —00
~+00 +oo
2 —1z2 —1g2
= o xe 2% dx+4po e 2% duo
—~ —o0 J oo
cv des int.
0 V2

En conclusion,
1/t 1

1 Foo t—p\2

o Espérance de X2 :

Le méme changement de variables, connaissant la convergence de toutes les inté-
grales concernées, donne

t—

1 "o n)2
E(X?) = W/ 2e=3(5") dz

1 +OC( N )2 _i,[,2d
= — ox + p)e 2% dx
V21 ) —so

9 1 /'+°O 2 17 de 42 1 /'+OO L1 A 412
= 07 —F xre X ou — xre 27 x )
V2T J_so M\/Qw,foo !

5~
3

I
8

1 0 1
D’ov
ot E(X?) = o? + u?
° variance de X :
Comme le moment d’ordre 2 existe, on peut appliquer la formule :
O V(X)=E(X?) - E(X)? =2

v Opérations sur les variables aléatoires

I\:l Multiplication et addition par un scalaire

? Exercice 4

TSoit X une variable aléatoire de densité f et b € R. Alors, une densité de X + b est
h:xw— f(x—Db)

Solution

Pour tout z, Fx4s(z) = P(X +b<z)=P(X <x—b) = Fx (x —b)

On sait, de plus, que F'x est dérivable sur R —{a1,...,a,}, o les a1,...,a, sont les éven-
tuels points de discontinuité de f. Ainsi, en dérivant l’expression précédente, on trouve
que, pour R — {ai +b,...,a, + b},

Fiyo(@) = f (z = b)
Ainsi, X + b admet une densité, et celle-ci est

x> f(zx—0b)
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? Exercice 5
s

oit X une variable aléatoire de densité f et a € R*. Alors, une densité de aX est
1
h:xw— —f(—

Solution

Fox(z) = P(aX <) = p(X < E) — Fy (E)

a a

On sait, de plus, que Fx est dérivable sur R — {a1,...,an}, ot les a1, ..., a, sont les éven-
tuels points de discontinuité de f. Ainsi, en dérivant I’expression précédente, on trouve
que, pour R — {%- ... 2o}

1 T
Fix(@) = —f ()
a’ \a
Ainsi, a X admet une densité, et celle-ci est

e Sia<o, I’H%f(%

a faire

Corollaire 1

Soient p € R, o > 0 et X une variable aléatoire réelle suivant une loi normale
N(p,02). On a alors

s VacR*, aX ~ N(au, (cw)z)

. VbR, X+bw/\/<u+b,02)

Démonstration : exercice. [

Corollaire 2

Soit A > 0. Si X suit une loi expnentielle de paramétre A, (X ~» €(X\)) alors, pour

tout a > 0,
(2)
aX ~~e| —
a
Démonstration :
i 1 T 1 . A
fax (@) = —fx(5) = =Ae e = Zemer O
lal a lal a
4} Remarque :
= X + b ne suit pas une loi exponentielle si b # 0, car le support de X + b n’est
pas [0; 4o0l.

m De méme, si a < 0, aX ne suit pas non plus une loi expontielle. (Dire pourquoi.)

I\:Z Somme de va indépendantes

Théoréme 166 de convolution

Soient X, Y deuz variables aléatoires indépendantes de densité f et g. Alors, X +Y
est une variable aléatoire de densité h telle que

+00 e
h(z) = / f(g(x —t)dt = / f(x — tyg(t)dt

—00 —00

m Exemple 12

Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des mémes lois uniformes
sur [0;1]. Déterminer la loi de X + Y. (fait en classe)

Apres calcul (faits en classe) on a

0 six <0

T si0<xz <1
h(z) = : S% '

2—z sil<ax<2

0 six > 2

Corollaire

Si X1,Xso sont indépendantes et suivent respectivement des lois mormales
M(“h"%)? N(M%U%); alors

X +Y suit une loi N (1 + po, 07 + 03).

Démonstration :
00
Soit = € R. Calculons h(z) = / f1(t) fa(z —t) dt ou f; est une densité de X;.

o.]

Tout d’abord, soit t € R.

1<f*/tl>2 l(ilﬁ*f*[lg)z
1 Y 1 -
() folx —1t) = e 2\ o1 e 2 oD
O ) oV2r ooV 2T
1//t—pm\> /x—t—p\?
= : 6»72 < 01 > +< 02 )
o092

Or, en développant et en regroupant les termes suivant ¢, on trouve

t—u . r—t—pu .
<' /l> + <“> = at® + 20t + ¢,
01 g9
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ou
1 1 1 1 1 1
= — -5 b: _—— —_— — ; = — 2 [— — 2
=atR e L L L

1
Mettons —§(at2 + bt + ¢) sous forme canonique :

1 b\* b
(a2t e)=—o(t—2) + e
2 2
Dans 'intégrale, on obtient

+oo 2 _ge a —ac too a
h(z) = 1 / g (t=d) Ry 1 et / 52
010927

— 00

Or, reconnaissant la densité d’une loi normale A (g, L) on sait que

a

“+ o0 /[
/ 67%(t73)2dt: 21
— 00 a

V2T b2 —ac 1 b2 —ac

—_—f 2a = — € 2a
01092 \/a

o102V 2am
° Calcul de o109V 2am :

D’ou

h(z) =

Comme a = — + —, on a
01 2
2 o1 1 2 2
o102V 2am = 20705 | 5 + — | T =/27(0] + 03)
o1 03
b2 —
o  Calcul de —— 25
Comme
1 1 1 1 1 1
b= ——py — —( — = 0?4+ S (x— )’ - — 4
U%NI U%(x p2), ¢ a’%ﬂl—’_ag(x %y a U%+U§
on a
) 1 1 ’ 1, 1 )
b"—ac = (—-—m 5@ —p2) ) —al| S+ =@ —p2)
01 2 01 02
1 1 a pa(z — pi2)
2 2
)3
"\ot ot oy 03 to3
_ 1 _ 1
7203 e
1 2 2
= (= mf (2= p2)® + 2z — p2))
0103
= (o= ()’
= 0’%0’% M1 T 2

166

Au final, on obtient

1

2
(2 — 2
bz—ac: U%U%(x (1 + p2)) 77(33_(/“4_”2))
a ol + 03 0%+ 03
oios

En conclusion, la densité de X + Y est

(m—(;41+;4,2))2

2 2
oy+o3

1 .
€

27 (02 + 03)

“+o0
x»—>[ Fu) folz —t)dt =

qui est bien la densité d’une variable aléatoire suivant une loi normale

N(pa + p2, 0F + 03).
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v Annexe : Tables et calculatrice

TABLE INVERSE DE LA LOI NORMALE CENTREE REDUITE

z en fonction de « tel que a = P[Z

< 2] = ¢(z) pour Z ~~» N(0;1).

a=¢(z)

0,7

0,8

0,9

0,95

0,96

0,97 | 0,975

0,98

0,99

z

0,524

0,842

1,282

1,645

1,751

1,881 | 1,960

2,054

2,326

TABLE DE LA

LOI NORMALE CENTREE REDUITE

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1,1
1.2
13
1,4
15
16
17
1.8
1,9

2
2,2
23
2,4
25
2,6
2,7
2,8
2,9

31
3,2
3,3
3,4
3,5
3,6
7
3,8
59

¢(2) =

0
0,5
0,53983
0,57926
0,61791
0,65542
0,69146
0,72575
0,75804
0,78814
0,81594

0,84134
0,86433
0,88493
0,9032
0,91924
0,93319
0,9452
0,95543
0,96407
0,97128

0,97725
0,98214
0,9861
0,98928
0,9918
0,99379
0,99534
0,99653
0,99744
0,99813

0,99865
0,99903
0,99931
0,99952
0,99966
0,99977
0,99984
0,99989
0,99993
0,99995

1

0,50399
0,5438
0,58317
0,62172
0,6591
0,69497
0,72907
0,76115
0,79103
0,81859

0,84375
0,8665
0,88686
0,9049
0,92073
0,93448
0,9463
0,95637
0,96485
0,97193

0,97778
0,98257
0,98645
0,98956
0,99202
0,99396
0,99547
0,99664
0,99752
0,99819

0,99869
0,99906
0,99934
0,99953
0,99968
0,99978
0,99985
0,9999
0,99993
0,99995

2

3

4

0,50798 0,51197 0,51595
0,54776 | 0,55172  0,55567
0,58706 0,59095 0,59483
0,62552  0,6293  0,63307
0,66276 0,6664 0,67003
0,69847 0,70194 0,7054
0,73237 0,73565 0,73891
0,76424 0,7673 0,77035
0,79389 0,79673 0,79955
0,82121  0,82381 0,82639

0,84614 0,84849 0,85083
0,86864 0,87076 0,87286
0,88877 0,89065 0,89251
0,90658 ' 0,90824 0,90988
0,9222 0,92364 0,92507
0,93574  0,93699  0,93822
0,94738 0,94845 0,9495
0,95728 | 0,95818  0,95907
0,96562 0,96638 0,96712
0,97257  0,9732 0,97381

0,97831 0,97882 0,97932
0,983 | 0,98341 0,98382
0,98679 0,98713 0,98745
0,98983  0,9901 ' 0,99036
0,99224 0,99245 0,99266
0,99413  0,9943 | 0,99446
0,9956 0,99573 0,99585
0,99674  0,99683  0,99693
0,9976 0,99767 0,99774
0,99825 | 0,99831  0,99836

0,99874 0,99878 0,99882
0,9991 | 0,99913 0,99916
0,99936 0,99938 0,9994
0,99955 | 0,99957 ' 0,99958
0,99969 0,9997 0,99971
0,99978  0,99979  0,9998
0,99985 0,99986 0,99986
0,9999 | 0,9999  0,99991
0,99993 0,99994 0,99994
0,99996 | 0,99996  0,99996

5

0,51994
0,55962
0,59871
0,63683
0,67364
0,70884
0,74215
0,77337
0,80234
0,82894

0,85314
0,87493
0,89435
0,91149
0,92647
0,93943
0,95053
0,95994
0,96784
0,97441

0,97982
0,98422
0,98778
0,99061
0,99286
0,99461
0,99598
0,99702
0,99781
0,99841

0,99886
0,99918
0,99942
0,9996
0,99972
0,99981
0,99987
0,99991
0,99994
0,99996

6

0,52392
0,56356
0,60257
0,64058
0,67724
0,71226
0,74537
0,77637
0,80511
0,83147

0,85543
0,87698
0,89617
0,91309
0,92785
0,94062
0,95154
0,9608
0,96856
0,975

0,9803
0,98461
0,98809
0,99086
0,99305
0,99477
0,99609
0,99711
0,99788
0,99846

0,99889
0,99921
0,99944
0,99961
0,99973
0,99981
0,99987
0,99992
0,99994
0,99996

7

0,5279
0,56749
0,60642
0,64431
0,68082
0,71566
0,74857
0,77935
0,80785
0,83398

0,85769
0,879
0,89796
0,91466
0,92922
0,94179
0,95254
0,96164
0,96926
0,97558

0,98077
0,985
0,9884
0,99111
0,99324
0,99492
0,99621
0,9972
0,99795
0,99851

0,99893
0,99924
0,99946
0,99962
0,99974
0,99982
0,99988
0,99992
0,99995
0,99996

P|Z < 2] en fonction de z pour Z ~ N(0;1).

8 9

0,53188 0,53586
0,57142 0,57535
0,61026 0,61409
0,64803 0,65173
0,68439 0,68793
0,71904  0,7224
0,75175 0,7549
0,7823 | 0,78524
0,81057 0,81327
0,83646 0,83891

0,85993 0,86214
0,881 | 0,88298
0,89973 0,90147
0,91621 0,91774
0,93056 0,93189
0,94295  0,94408
0,95352 0,95449
0,96246 0,96327
0,96995 0,97062
0,97615  0,9767

0,98124 0,98169
0,98537 0,98574
0,9887 0,98899
0,99134 0,99158
0,99343 0,99361
0,99506 = 0,9952
0,99632 0,99643
0,99728  0,99736
0,99801 0,99807
0,99856 0,99861

0,99896 0,999
0,99926 0,99929
0,99948 0,9995
0,99964  0,99965
0,99975 0,99976
0,99983  0,99983
0,99988 0,99989
0,99992  0,99992
0,99995 0,99995
0,99997 0,99997
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LOI NORMALE ET CALCULATRICE

On suppose ici que 1'on dispose d'une variable X suivant une loi normale N (i1, 0?), de fonction de répartition F.

Calculs de probabilités

[Calculer Pla< X <b)=F(b) — F(a)}

Avec une Tl
e Sélectionner le menu des lois de probabilités en ta-
pant 274 + DISTR.

e Sélectionner normalcdf ou normalFRep suivant
les modéles

e Compléter les paramétres

4 Remarque :

A ne pas confondre avec normalpdf qui donne les
valeurs de la fonction densité et non celles de la fonc-
tion de répartition.

? Exercice 6
Ealculer P(—2 < X < 3) pour X — N(1,2). (~0,9044)

(Caleuler P(X < b) = F(b))

Avec une Tl ou une Casio

L’idée est de remplacer P(X < b) = F(b) par P(a <x <b) =
négligeable.

Avec une Casio

o Aller dans le menu STAT

e En bas de I'écran, sélectionner DIST puis NORM
et enfin Necd

e Compléter les paramétres

4 Remarque :

A ne pas confondre avec Npd qui donne les valeurs
de la fonction densité et non celles de la fonction de
répartition.

F(b) — F(a) avec a trés petit, de maniére a avoir F(a) ~ 0

*  Pour la loi A(0,1), on peut prendre a = —4, i.e. P(X <b) ~ P(—4 < X <b)

*  Pour les autres lois, ne pas hésiter a4 prendre par exemple

? Exercice 7

) |

LCalculer P(X < 3) pour X — N(1,2). (= 0.92135)

a=—-10%: P(X <b) ~ P(-10°° < X < b)

Avec une NumWorks

e Aller dans le menu Probabilités

e Choisir la loi normale

o Compléter les parameétres p = ..., 0 = ...

e En haut a gauche, sélectionner le type d’inégalités

Pl.<X<..)

e compléter les parameétres de gauche et de droite

dans P(.. < X <..)

Avec une NumWorks

Aller dans le menu Probabilités

Choisir la loi normale

Compléter les parameétres = ..., 0 = ...

En haut a gauche, sélectionner si nécessaire le type d’in-
égalités P(X < ....)

compléter le parameétre de droite dans P(X < ..)



Et quand ce sont les probabilités qui sont données

[Ca,lculer z tel que P(X < z) = a, avec o ﬁmé.j

On remarque qu’il s’agit ici d’inverser la fonction de répartition F' car on cherche z = F~1(a).

Avec une Tl Avec une Casio

e Sélectionner le menu des lois de probabilités en ta-
pant 2°4 -+ DISTR. o Aller dans le menu STAT
e En bas de I'écran, sélectionner DIST puis NORM

e Sélectionner invNorm ou FracNormale suivant les
et enfin InvN

modéles

e Compléter les paramétres e Compléter les parameétres

? Exercice 8
Eour X < N(0,1), déterminer a tel que P(X < a) =0.7. (a ~ 0,52)

Calculer z tel que P(|X — p| < z) = o, avec o fizé.

Avec toutes les calculatrices, on peut par exemple utiliser le fait que

Avec une NumWorks

Aller dans le menu Probabilités
Choisir la loi normale

Compléter les parameétres = ..., 0 = ...

En haut & gauche, sélectionner si nécessaire le type
d’inégalités P(X < ....)

compléter la probabilité z dans P(X < ..) =z

X —
7 = Eown (0,1)
o
Ainsi,
X - z z z z a+1
P(X —pl<2)=a P('“'g) s P(\Z|<f):a s 2@(—)—1:04 s @(,):L
o o o o o 2
Ainsi, avec toutes les calculatrices, on peut chercher a = Z tel que P(Z < a) = O’TH
Sinon, certaines calculatrices disposent de la version “centrée” qui permettent d’obtenir directement le résultat :
1l peut par exemple s’agir de sélectionner le type d’inégalité P(.. < X < ..) = .. et de remplir la probabilité. On peut obtenir directement le z ou alors plutot

a=p—z, b=p+z telsque Pla< X <b) =«

? Exercice 9
Pour X < N(0,1), déterminer b tel que P(|X| < b) =0.7. (b ~ 1,036)

J |

L
? Exercice 10
P

-

our X — N(1,4), déterminer ¢ tel que P(|X — 1] < ¢) = 0.9. (¢ =~ 3.2897, ce qui donnerait P(—2.2897 < X < 4.2897) ~ 0.9).)






PRODUIT SCALAIRE DANS R"

Commentaires :

On connaissait jusque la (en premiére année) le produit scalaire dans R? ou R® défini
de la maniére suivante par evemple si X = (z1,22),Y = (y1,y2) € R? :

< X,Y >=x1y1 + 2202

Son utilité était principalement (surtout dans R?) d’établir des égalités d’angles géo-
métrique ou des orthogonalités entre deuxr vecteurs. On rappelle a cet effet qu’on
avait

<X, Y>>=0 & XL1Y

On peut en fait généraliser cette notions a l’espace vectoriel R™. De plus, on (re)verra
que ce produit scalaire peut également nous permettre :

- de faire des calculs de distance

- de diagonaliser certaines matrices dans des bases "intéressantes”

- d’inverser de maniére immédiate certaines matrices

- de faire des projections orthogonales sur des sous-espaces vectoriels de R™.

1  Généralités

Dans tout ce chapitre, on pose n € N* et notera By la base canonique de R™. Commengons
par généraliser la notion de produit scalaire :

I-.l Définitions et propriétés élémentaires

¢ Définition 1 ”
Pour u,v € R™ tels que Mp,(u) = t ], Mg,(v) = : € R™, on appelle

Ln Yn
produit scalaire (usuel) de u et v le nombre

< U,V >=T1Y1 + ..+ TpUn

Commentaires :

En réalité, il existe beaucoup d’autres "produits scalaires” sur R™, d’ou le nom ici ra-
jouté de "usuel”. (Ces autres produits scalaires sont notamment étudiés dans d’autres
classes. Attention donc a ne pas s’éparpiller en allant voir inutilement les cours dans
d’autres sections!)

Le produit scalcire usuel (celui que nous étudions) est celui utilisé le plus fréquem-
ment dans les calculs géométriques "classiques”. Etant donné que ce sera le seul
étudié cette année, on pourra dans ce chapitre oublier le terme "usuel”.

m Exemple 1
Dans R*, Siu= (1, 0, -1, 2 )etv=(2, 3 -1, 1 ), ona
SRR NI A S

1 T2 3 T4 Y1 Y2 Y3 Ya

<u,v>=1x24+0x3+(-1)x(-1)+2x1=5

f Remarque :

Avec les notations de la définition ci-avant, remarquons que la formule du produit
scalaire "x1y1 + ...+ z,yn" est également issue du produit matriciel

Y1
(z1 ... an) Dl =@t rayn) = (< u,v>)
—_— —_——
une seule ligne, n colonnes \Yn matrice & une ligne, une colonne

Le résultat est donc une matrice & une ligne et une colonne contenant < u,v >.

m Exemple 2

Dans R* Siu= (1, 0, -1, 2 )etv=(2, 3, -1, 1 ),ona
1 T2 T3 T4 Y1 Y2 Y3 Ya
2
3
(uv>)=1 0 -1 2) | % f=1x2+0x3+(-1)x(-1)+2x1)=(5)
1

Remarque :

Le résultat du produit matriciel ne contenant qu’un seul élément, on fait ’amalgame
entre "matrice" et "nombre" (et donc l'abus de notation) suivant :

(Ku,v>)=<u,v>

D’ou
Y1
(z1 o @) | | =<uv>
Yn
En notant U = Mg, (u), V = Mp,(v), la formule devient donc :

v =< u,v >

ot ‘U est le vecteur "transposé¢" de U : ‘U = (asl xn) (voir ex. ci-dessous)



m Exemple 3

Dans R* Siu= (1, 0, -1, 2 )etv=(2, 3 -1, 1 ), ona
N~ = S =~
1 T2 T3 T4 Y1 Y2 Y3 Ya
1 2
0 3
U= 1 , V= 1
2 1
2
D’ou 3
<u,v>=TV=(1 0 -1 2) =5
-1
1

? Exercice 1
'?our u = (0,3,-1) € R} v = (1,-1,1) € R3, calculer < u,v > en passant par
I’écriture matricielle.

Solution

- 1
Ona<u,v>=(0 3 —1) —1| =-4

L

Commentaires :
Voyons maintenant les quelques propriétés principales du produit scalaire, qui vont
nous servir tout au long du chapitre. Elles sont donc a maitriser.

Proposition 167

Le produit scalaire est :

e bilinéaire ; au sens o, pour tout u,v,w € R", a € R,

<u+ov,w >=<u,w > +a < v,w >
et
<u,vtow>=<u,v>ta<uw>.
e symétrique ; au sens ou
<u,v>=<v,u > Yu,v € R"

e défini positif; au sens ou

<u,u>=0 Vu € R"

et
<u,u>=0 & u=0

Démonstration :

° Montrons que le produit scalaire est bilinéaire :
Soient u,v,w € R", & € R. On notera les coordonnées de la méme maniére que
dans la définition. Dans ce cas, on a

<utav,w> = YU+aV) W
('"U+a'V) W
= W-W+aV-W=<uw>+a<v,w>

De méme pour la deuxiéme égalité.

° Montrons que le produit scalaire est symétrique :
Clairement, si on échange u et v dans la formule de la définition on trouve exacte-
ment le méme résultat. C’est donc bien symétrique.

° Montrons que le produit scalaire est défini positif :

<u,u >= a3 —Q—‘..—Q—:l:‘i >0

De plus,

2

<“ 1“ >=0( <~ I{l++1i:0

Or, comme le terme de gauche est une somme de nombres positifs, la seule maniére
d’obtenir 0 est que chaque terme soit nul. Autrement dit,

ry=...=x, =0
et donc
O u=20
<} Remarque :

Le terme bilinéaire vient du fait que le produit scalaire est linéaire par-rapport a
chaque variable. Le comportement est celui d’un développement de parenthéses dans
un produit.

? Exercice 2

’_Dans R", sachant que |[u||? =1, < u,v >=1, <v,w >= —1 et < u,w >= —1, vérifier
que < u+ w,2v >= 0 ainsi que < v+ w,u +v >= 0.

Solution

<u+w,20>=<u, 20>+ <w,20>=2<uv>+2<w,v>=2-2=0
<utwutv>=<u,u>+<uy,v>+<wu>+<wov>=14+1-1-1=0



Définition
On appelle norme euclidienne d’un vecteur u le nombre

lull = vV<u,u>

f Remarque :

Dans la base canonique, la formule correspond a

l|ul| = V<u,u>= /22 +...+ 22

ot u=(x1,...,Tp)

Commentaires :

Dans R? et R3, on sait déja que ceci correspond en fait a la longueur du vecteur u.
C’est le méme principe dans R™. Ainsi, les propriétés déja vraies dans R? vont se
généraliser dans R™.

Propriété 168

SiueR™ on a
[lul] =0 & u=0

Théoréme 169 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient u,v € R". On a
| <w,v> | < |lulllo]l

avec
| <u,v>|=|ull]|v]] < (u,v) proportionnels

Démonstration :

Si v =0, alors I'inégalité est triviale (et c’est méme une égalité) :
<u,v >=0=|[ul| x 0= ||ul|||v]|

Siv#0,onposet€R. Ona

0 < |Ju+tv 2

= <u-+tv,u+tv>

= <u,u>+t<uv>+t<v,u> +t? < v, U >

= lu||* + 2t < u,v > +||v|[*?

L’expression obtenue est donc un polynéme en t, toujours positif, de coefficient

dominant positif. Ainsi, ce polynéme n’a d’autre choix que d’avoir un discrimant
négatif.

2

Or, 0=>A = (2<u,v>)?—4ul?

|
= 4(<u,v>% —[|ul]?||v|]?)

()

On en déduit < u,v >2< ||u||?||v||?* et donc
| <wo> | < [lullllo]

En remontant le raisonnement, on a de plus,

| <u,v>|=]lullllv]] & A=0
& il existe to tel que ||ul|* + 2ty < u,v > +|[v]|*t3 =0
< il existe g tel que ||u + f()’UHQ =0
< il existe tg tel que u = —tpv

O

Commentaires :

L’inégalité suivante prise dans R? traduit (et justfie) en particulier le fait que dans
un triangle, la somme des longeurs de deux des cotés est nécessairement supérieure
a la longueur du troisiéme :

(A)
a
sachant qu’en terme de vecteur, on a u A’

u

c<a-+bouencorea<<b+cetc...

avec alors

lull = a, ol =b, jutv]=c

De maniére générale :

Théoréme 170 : Inégalité triangulaire

Soient u,v € R™. On a
|l + ol| < [l + []v]]

avec égalité si et seulement si u et v sont propotionnels dans le méme sens.

Démonstration :

Etant donné que les deux cotés de 'inégalités sont positifs on peut passer au carré :

|Ju + v|? <u+v,u+v>
= <u,u>+<u,v>+<v,u>+<0v,0>
= ul* + |2 +2 < u,v >

= (llull + llel)? = 20ful o] + 2 < w0 >

vl



Or, par inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait que

| <wu,v>| < |[ull.|]v]]
d’ou
[+ ol[* < ([full + [[0]])*
llu +v|| et ||ul] + ||v]| étant positifs, on en déduit 'inégalité triangulaire.
On a de plus égalité si et seulement si < w, v >= ||ull.||v]].

Ainsi, d’aprés CS, on a u et v proportionnels. Si u et v sont dans le sens opposé
(et non nuls), le calcul montre que

<u,v><0 etdonc < u,v>#|ul.

v

O

Commentaires :
De la démonstration du théoréeme précédent, on tire également que la morme de la
somme de deux vecteurs peut se calculer de la maniére suivante :

Propriété 171

Soient u,v € R™. On a

[lw + 0l = [Jul > + ][] + 2 < w,v >

Cette propriété peut également (dans de rares cas, si on connait la longueur des trois
cOtés,) servir & calculer un produit scalaire sans disposer des coordonnées :

1
<uw>= o (lhu+ vl = [ull® o]}

? Exercice 3
’Eoit_dfms R? un triangle ABC rectangle en A tel que ||AC|| =2, ||AB|| = 1. Calculer
<CA,CB >.

(On remarquera que l’on sait déterminer la longueur de C@ On prendra soin de choi-
sir correctement ses vecteurs "u,v” afin de pouvoir appliquer la formule précédente!)

Vous devez trouver le résultat < CT/i, C@ >=4.

Solution

On a < CA,CB >= — < AC,CB >= —L | | AC + TB |12 — ||AC||2 — ||CB|? | avec,
——

AB
d’apreés la formule de Pythagore : HC@H2 = HEHQ + ||.ﬁ\|2
Dow < CA,CB >= —1 (—2||ﬁ||2) —4

L

I-.2 Changement de base

Commentaires :

Et si les vecteurs u et v ne sont pas donnés dans la base canonique mais dans une

base autre B, comment calculer < u,v > ? A-t-on encore le droit d’utiliser la méme

formule ?

o B1
’ MBO (U) = :

i.e. Si Mp(u) = :
n Bn

€ R™, comment calculer < u,v > ?¢

? Exercice 4
o

n se donne une base B = ((1,1), (—1,2)) une base de R? ainsi que u, v exprimés dans
—~— N —

V1 V2
la base B tels que uw = (—1,1)p et v = (a,b)g. Se ramener a la base canonique pour
calculer < u,v >
(Vérifiez que vous trouwvez < u,v >=4b — a et non —a +b).

Solution

Option 1 : Une possibilité est d’exprimer u, v dans la base canonique gréace a la décompo-
sition dans la base :

On au = —v1 +v2 = (—2,1) ainsi que v = avi + bva = (a — b,a + 2b). Maintenant
que les vecteurs sont exprimés dans la base canonique, on peut calculer < w,v >=
—2 X% (a—b)+1x (a+2b) = —a+ 4b.

Option 2 : une autre possibilité est d’utiliser les matrices de passage :

La matrice de passage de By a B est P = Mg, (B) = (i ;1)

Mg, (u) = P (‘11) = (_12) et Mg,(v) =P (Z) = (f n 2bb)

<u,v>=-2x(a—b)+1x(a+2b)=4b—a

Ainsi,

D’ou
L

Commentaires :
On constate que la formule a1 51 + ... + an By n'est donc pas forcément valide pour
calculer le produit scalaire quand on change de base pour exprimer les coordonnées !
Oups . ..Cherchons alors,une formule valable dans toutes les bases !

Commengons par observer tout ceci de maniére matricielle :
Si les vecteurs sont donnés dans une base nommée B, on peut se ramener a la base
canonique grace a la formule classique de changement de base :

Mg, (u) = Mp,(B)Mp(u),  Mp,(v) = Mp,(B)Mp(v)

Avec les vecteurs obtenus dans la base canonique, on fait le calcul. De plus, Mg, (B) est
en général une matrice facilement identifiable : on n’a pas & inverser.



m Exemple 4

Dans ’exercice ci-dessus : on aurait Mp,(B) = G 21)

et on aurait alors

v et = ;') (1) = (7)

Mp, (v) = Mp, (B)Mp(v) = G _21> <Z> - (;"'_;l’)

<uv>= (-2 1) (a‘t;b) —4b—a

et donc

Notons que pour ceci, on peut également utiliser la bilinéarité du produit
scalaire :

Par exemple, dans I’exercice ci-dessus : u = —v1 + va, v = avy + bvg
alors
<u,v> = < —vi+ vg,av1 + bvyg >

= — <w,av; +buy > 4 < vg,avy + buy > (linéarité a gauche)
= —(a<wv,v; >+b<wv,v2 >)+ (a <v2,v1 > +b < va,v >) (lin. & droite)
= —a<wv,v >+(-b+a)<wv, vy >+b< vy, v9 >

—_———

=2 =1 =5
= —2a+(a—b)+5b=4b—a

? Exercice 5

- 1 0 2
Dans R3, on considére la base B = (vq,vs,v3) = 2 |,{-1],11 donnés
=1l 1 =1
1 -1
dans la base canonique. Calculer < u,v > ou Mp(u) = | =1 ] et Mg(v) = | 0 | a
2 1

I’aide de la bilinéarité du produit scalaire.
(Vous devez trouver < u,v >=0.)

Solution

En écrivant

u=V — Vo +2V3 et

on trouve, par bilinéarité du produit scalaire,

v=-=-V1+4+V;

<u,v> = <Vi—=Va+4+2V3v>

<V,v>—-<Vo,v>42< V3,0 >

= (—<W,Vi>+<V,Vz>)
— (=< Vo, Vi >+ < Vo, V3 >)
F2(— < V3, Vi >+ < V3, Va>)

(linéarité a gauche)

(linéarité a droite avec v = —Vi + V3

En calculant les produits scalaires deux a deux des vecteurs de la base, on peut conclure.

On a:
<Vi,Vi >=6
< Vo, V3 >= -2
it {<v2 Vi omo
<VAVs>=5 3, V3 >=
Dot <u,v>=0

L

Commentaires :
Ces deux méthodes permettront toutes deux d’arriver & méme une formule générale
utilisant une matrice que nous allons d’abord étudier a part.

# Définition
Etant donné une base B = (v, ...,v,) de R™. On appelle matrice de Gram de la
base B, la matrice des "produits scalaires de B" ci-dessous

<v,v1 > <,V > < V1, Up >
< V2,V1 > < U,V > < V2,VUn >

Gp = : : = (<9 > )16 5¢n
< Up, V1 > < Up, Up >

m Exemple 5

Pour la base de ’exemple précédent B = ((1,1),(—1,2)) on vu dans les calculs que
—~— ——

U1 V2

2 1
w1 )



? Exercice 6

’Ealculer la matrice de Gram dans exercice précédent pour B = (vi,ve,v3) =
1 0 2
2 1,1-11,(1
-1 1 -1
Solution

Des calculs de I'exercice précédent, on tire :

6 -3 5
Gg=1|-3 -2
5 -2 6

ou il resterait a calculer < Va2, V2 > (qui vaut < Va, Vo >= 2). On peut donc compléter :

6 -3 5
Gg=1|-3 2 -2
| 5 -2 6

Commentaires :
Reprenons [’exemple précédent et voyons grice a la bilinéarité a quoi peut bien servir
cette matrice, mis & part o faire un beau tableau résumé des données!

Revenons a notre changement de base en méthode matricielle :

Pour des vecteurs donnés dans une base B, on avait revu les formules :

Mg, (u) = Mg, (B)Mp(u),

Pour simplifier, on note :

Mg, (v) = Mg, (B)Mg(v)

Uo = ]\4'30(’LL)7 U= MB(U)

les coordonnées respectives de u dans les base canoniques et la base B, (de méme pour
v,) puis
P = Mp,(B) la matrice de passage

Les formules deviennent
Uy=PU, Vy=PV
Rappelons maintenant la formule matricielle du produit scalaire dans la base canonique :
<Uu,v>= tUoVo

Combinons maintenant les deux en remplacant Uy = PU et Vj = PV dans la ligne
ci-dessus :
<u,v>= YPU)PV = 'U'PPV
En posant G = PP, on obtient donc une formule sous forme de produit matriciel
<u,v >= {(PU)PV = UGV

que nous allons tester sur un exemple!

m Exemple 6

Dans l'exemple déja évoqué dans cette section, avec B = ((1,1),(—1,2)), ainsi que
—— ——

V1 V2
u=(=1,1)p et v = (a,b)g. Pour < w,v >, on peut donc procéder de la maniére
suivante : On pose la matrice de changement de base

P = Ms, (B) = G _21>
‘P = (—11 ;>

¢ (21
o-rr- (2 )

Avec U = <1) et V = (Z), on a donc

< u,v >= (—1 1) .G. <a> =4b—a

de transposée :

On calcule

b

Commentaires :
Mais quel est donc le rapport avec la matrice de Gram G évoquée précédemment ? ¢

Et bien, (les notations sont bien faites!!) ¢’est la méme :

Gp = 'PP

Voyons ¢a :
En effet, si on note V; la i®™ colonne de P, on sait par définition que

Vi = Mp,(v;) coordonnées dans la base canonique de v;
On peut donc d’une part calculer matriciellement < v;,v; > avec
< v,V >= t‘/i‘/j

mais si on calcule le produit *PP, par formule de calcul sur les produits de matrice,
W;V; est exactement le coefficient dans la ligne i, colonne j de la matrice ‘PP. On
tombe donc bien sur ‘PP = Gg

Commentaires :
| Tout ceci donne donc lieu en général a la formule suivante :

Proposition 172

Si u,v € R™, en notant G la matrice de Gram d’une base B, alors
<u,v>= tMB(u) Gp MB(U)




? Exercice 7

1 0 2
’Y{eprenons la base de ’exercice précédent : B = 2 1,1-11,( 1
-1 1 -1

1 -1

Calculer < u,v > ou Mpg(u) = | -1

et Mp(v)

2 1
matricielle en retrouvant la matrice de Gram & ’aide du calcul Gg = ‘PP
Solution
On a < wu,v >= "Mg(u) Gg Mg(v)
avec
1 0 2 1 2 —1
P=|2 -1 1 don 'P=[0 -1 1
—1 1 —1 2 1 —1
et
1 2 —1 1 0 2 6 -3 5)
Gg='"PP=[(0 -1 1 2 -1 1 3 2 =2
2 1 —1 —1 1 -1 5) —2 6
et donc

6 -3 5 -1
<wv>=(1 -1 2)|-3 2 =2 0]=0
| 5 -2 6 1

Remarquons que tout ceci se retrouve par bilinéarité sur un exemple

m Exemple 7

S~
v1 v2
dire :

U= —v1 + v, V= avy + bvy

avec <u,v> = < —v1+V,0>

— < w,v >+ < vg,v > (linéarité & gauche)
Matriciellement on observe alors que c’est le méme calcul que

<u,v >= (—1 1) (< U1, >)

< V2,V >
Maintenant, par linéarité a droite sur chaque terme :

< v,V > _ < vy, av1 + bug >
< V9,V > < v, avy + buvy >

a<wv,v1 > +b<v,vg >
a < vg,v1 > +b < v, vy >

=G

Mis bout & bout, cela donne : < u,v >= (—1 1) G <Z)

0 4 'aide de la méthode

On avait B = ((1,1),(—1,2)) ainsi que Mg(u) = (—1,1) et Mg(v) = (a,b), c’est-a-

<v1,V1 > < U1,V > a
< wvg,v1 > < VUg,VUg > b

11 Orthogonalité

I

I-
|

1 Définitions et propriétés élémentaires

d

Deux vecteurs u,v € R™ sont dits orthogonauzr si < u,v >= 0. On note u L v

Définition

Théoreme 173 de Pythagore :

Soient u,v € R™. On a

ulwv <=

[+l [* = [Jull* + [[o]?

Démonstration :

Da la somme de deux vecteurs, on tire ’égalité :
9 o

Ju+ |2 = [|u]]® + ||| + 2 < u,v >

Ainsi,
ulv & <u,v>=0
& Jutoll? = [Jull® + [fo]?
O
f Remarque :

Ce théoréme peut se traduire également de la maniére bien connue suivante :
Soient A, B,C € R™. On a

ABLAC <  |IBC|P =||AB|P +||AC]?

C’est-a-dire dans R? ou R? :

B
ot ol =l + ol “*A
C u A

# Définition
Une famille (vy,.

.., Us) € R™ est appelée base orthogonale de I'e.v. FF C R™ si :
(v1,...,vs) est une base de F

les vecteurs vy, ..., vs sont deux & deux orthogonaux




m Exemple 8
| La base canonique de R™ est une base orthogonale.

? Exercice 8

- 1 1 ~1
Dans R?, on pose B = 11,1 0], 2 . On admet que c’est une base de R3.
1 -1 -1

Montrer que c’est une base orthogonale de R3.

Solution

On note u, v, w respectivement, dans l'ordre cité ci-dessus les vecteurs de B. On observe
que < u,v >=< v,w >=< u,w >= 0. la base B de R* est ainsi orthogonale.

¢ Définition
Une famille F = (uq,...,us) € R™ est appelée base orthonormale (ou base orthonor-
mée) de 'e.v. F C R™ si :

e (u1,...,us) est une base de F'
e les vecteurs uq,...,us sont deux & deux orthogonaux Dans ce cas, on dit que
e les vecteurs uq,...,us sont tous de norme 1.

la matrice P = Mp,(F) est une matrice orthogonale.

? Exercice 9

Dans ’exercice précédent, montrer que 3 n’est pas une base orthonormée.

Solution

Avec les notations de l'exercice précédent, il suffit par exemple de constater que ||u||* =
3 # 12, Ainsi, la base n’est pas orthonormée.

f Remarque :

Pour tranformer une base orthogonale en une base orthonormée, il suffit de diviser
chaque vecteur par sa norme.

m Exemple 9 : ] ] 1

Dans R3, on a vu que la famille 11,1 0 ], 2 était une base orthogonale,
1 -1 -1
——
V1 V2 v3
1 1 1
ainsi la famille % } , % 01 , % 21 est une base orthonormée car

loall = V3, [[oal| = V2, [Jvs|| = VG

et donc
1

—=U
|5

1
= —zllnll=1

V3

de méme
1

1
=1, —
|5z

—
\@2

U3

? Exercice 10
’7801‘5 la base orthogonale (admis pour linstant) de R3 notée B =

2 1 4

1]1,1-2],(2 . Déterminer la base orthonormeée issue de B.

-2 0 5

Solution
2 1 4
- / 1 1 1
OnaB'=4¢3| 1 5 —2 ' 3VE 2

—2 0 5

Commentaires :
Notons que dans l’ezemple précédent, la matrice de Gram de la base orthogonale

(v1,v2,v3) en question était

3 00
G=10 2 0
0 0 6

La matrice est diagonale car, comme la base est orthogonale, tous les produits sca-

laires < v;,v; > sont nuls sauf les < v;,v; > qui sont égaux & ||v;||>. De la méme
N ) ! 1 1

maniére, la matrice de Gram de la base orthonormée (\/57}17 7325 \/gvg) est

1 00
G=(0 1 0
0 0 1

Ces principes restent vrais quelquesoit la famille orthogonale ou la famille orthonor-
mée de n éléments au sens de la remarque qui va suivre :




<} Remarque :

Une famille de n vecteurs est orthogonale ssi sa matrice de Gram est diagonale.
Une famille de n vecteurs est orthonormée ssi sa matrice de Gram est égale a la
matrice identité.

Commentaires :
| Les deux exemples ci-dessous montrent comment utiliser la remarque dans le sens < :

m Exemple 10
1 1 -1 1 1 -1
Pour la famille 11,10, 2 ,sionnote P=1[1 0 2
1 -1 -1 1 -1 -1
la matrice de Gram est
3 00
tpP=1(0 2 0
0 0 6
c’est donc une famille orthogonale.
m Exemple 11
1 1 -1
Pour la famille % 1], % 01, % 2 , la matrice de Gram est
1 -1 -1
100
tpP=1(0 1 0
0 0 1
c’est donc une famille orthonormeée.

Commentaires :
Le sens = de la deuziéme équivalence citée dans la remarque précédente :
"Une famille de n vecteurs est orthonormée ssi sa matrice de Gram est égale a la
matrice identité. " implique notamment que, si u,v € R™ et qu’on dispose d’une base
B orthonormée, la formule

< u,v >= "Mp(u) -\G/BJ~MB(’U) = "Mp(u)Mg(v)

. . Id
Autrement dit, si

a1 B1
Mp(u)=| |, Ms(v)=| :

Qi Bn

<u,v >=a1f1+ ...+ a8,

Alors

Ceci signifie que la formule est la méme que si on était dans la base canonique :

Propriété 174

Soit B une base orthonormée de R™ et By la base canonique. Soient u,v € R™ tels

que
T g Y1 B
Mg, (u) = | + |, Mp(u) = | : et Mp,(v)=1]: |, Ms(v) =
In (e70) Yn Bn
Alors
< UV >=T1Y1 .+ TplYn = a1+ ..+ apfy
formule de définition formule du commentaire précédent

ainsi que par suite :

Jul?=224+...+22 =2 +... +a?

Commentaires :

Cette propriété signifie que la formule du produit scalaire est applicable quelquesoit
la base orthonormée dans laquelle on se trouve, et pas seulement dans la base
canonique. Ceci permet méme de ne pas connaitre la base B en détail!

m Exemple 12
Supposons que B = (v, v2,v3,v4) est une base orthonormée de R*. Calculer le pro-
duit scalaire de u = (1,0, —-2,1)g et v = (0,2,1,1)5.

Lii 1)&5(‘, B étii]lt O]‘t}l()ll()]‘l]l(ﬁ‘,(,‘,. on a
<uv>=1x04+0x2+(-2)x1+1x1=—
ommentaires :

Cette propriété permet ainsi de démontrer tres facilement le rapport entre angle et
produit scalaire :

Corollaire

Dans R?, si 0 est I’angle (géométrique) entre les vecteurs u et v, on a bien
< u,v >= ||ul| - ||v]] - cos @

Démonstration :

On note u = (a,b) dans la base canonique et on pose w = (—b,a). Les deux
vecteurs u,w étant orthogonaux et non colinéaires, on observe qu’ils forment une

5 , , ,
base orthogonale de R“. On a donc B = (Hij , W) une base orthonormeée, dans

laquelle

Mp(u) = ([[ul],0)

On pose z,y € R tels que
Mg(v) = (x,y)



Comme la base B est orthonormée, on sait que
<u,v>=|lul| xx+0xy

Or, par propriété "classique" des angles

cos, y=||v||siné

x=|lv

et donc

0 < u,v >= ||ul| x| - cos b

v o||sin @ = ||ul| - ||v]

[cosf +0 x|

Commentaires :
Si on observe deux vecteurs non nuls orthogonauz dans R?, graphiquement, on voit
bien qu’ils sont non colinéaires et donc forment une famille libre. Dans ce cas, dire
qu’une famille est constituée de deux éléments orthogonauz suffirait o justifier que
c’est une base. Nous allons voir que ce principe se généralise a R™ :

Théoréme 175

Si (v1,...,v.) est une famille de vecteurs non nuls deux & deuz orthogonauz, alors
c’est une famille libre.

Démonstration
Soient A1,..., A € R tels que

v+ ...+ N =0

v

Prenons ce vecteur et appliquons lui le produit scalaire par v;. Par bilinéarité du

produit scalaire :
< 0,01 >=< AU+ . N0 >= A < 0,01 > F e+ A <o, >

Or, les vecteurs étant 2 & 2 orthogonaux, les produits scalaires sont tous nuls sauf
2. Ainsi,

U1

< wy,v1 > qui vaut
< wv,v1 >= A\|v1]]?
Or, le vecteur v étant nul, on a de plus

< v, >=< 6, vy >=0

et donc
(%1 | ‘2 .

0=\

Le vecteur v, étant non nul, on obtient alors

A =0
En poursuivant de proche en proche avec < v,vs >, puis < v,v3 >, on finit par
montrer que tous les \; sont nuls. Ainsi, la famille (vq,...,v,) est libre. O
Corollaire

Si (v1,...,vs) est une famille de vecteurs non nuls deur & deux orthogonauz dans
F C R” tel que dim F' = s, alors c’est une base de F'.

Démonstration :
D’apres le théoréme précédent, la famille est libre. Comme elle est de cardinal s
dans F' de dimension s, ¢’est bien une base de F'. [J

m Exemple 13 : 1 1 1
Reprenons la famille B = 11,1 0], 2 . On demande de montrer que
1 -1 -1

c’est une base de R3.

Notons P la matrice de coordonnées de BB dans la base canonique. Alors

1 1 -1

P=1[(1 0 2

1 -1 -1
3 00
On calcule la matrice de Gram de P : ‘=10 2 0
0 0 6

La matrice est diagonale. On en déduit que c’est une famille orthogonale, de plus on a

trois éléments dans B, ¢’est donc une base de R>.

? Exercice 11

- 2 1 4
Montrer que B = 11,1-21],(2 est une base orthogonale de R3.
-2 0 5
Solution
2 1 4 9 0 O
Enposant P=| 1 -2 2|,onaPP=(0 5 0
-2 0 5 0 0 45

La matrice est diagonale, donc la base est orthogonale.



Commentaires :
Une conséquence de tout ceci est qu’il existe certaines matrices pour lesquelles linver-
sibilité est immédiate et pour lesquelles le calcul de l'inverse n’est qu’une formalité :

Corollaire
On se donne P une matrice carrée.

m Si les vecteurs colonnes de P forment une famille de vecteurs 2 a 2 ortho-
gonauz (i.e. 'PP est diagonale), alors :
P est inversible

m Si de surcroit les vecteurs sont orthonormés (i.e. 'PP = Id), alors
P est inversible et P~ = P

m Exemple 14
1 1 -1
Montrons que la matrice P= (1 0 2 | est inversible.
1 -1 -1

La matrice de Gram des vecteurs colonnes est

3 0 0
G='"PP=|0 2 0

0 0 6
Cette matrice étant diagonale, on en déduit que les vecteurs de P forment une famille
libre et que P est inversible. (Mais ATTENTION, on n’a pas l'inverse pour autant!)
L’inverse de P est en fait

1 1 1
(i3 3
P — 5 () l
1 1
6 6 6
m Exemple 15
I .
\{ﬁ V2 NG
Montrons que la matrice P = 7 0 76 | est inversible.
1 1 1
V3 V2 NG
C’est une base orthonormée, donc P est inversible et P~ = 'P

I1-2 Traduction des formules de changement de base dans
H une base orthonormée

Commentaires :
Si on se donne une base B = (vi,...,v,), on rappelle que la formule générale de
changement de base pour un vecteur u donné dans la base By (par exemple la base
canonique) est
Mp(u) = Mp(Bo)Mpz, (u)
ot l’on sait que
Mp(By) = Mp,(B)~' = P~*
——
notée P

Nous avons vu que si la base était orthonormée, alors

pl=1p
La formule se transforme donc en

MB(U) = tPMBO (’U,)

? Exercice 12

[ 1 1 1
o _ 1 1 1
SOlt B = ﬁ 1 s ﬁ Ol 9 % 21

Déterminer dans cette base orthonormeée les coordonnées du vecteur v = (1,-1,1) a
I’aide de la remarque précédente.

Solution

3 " NP T e
Vous devez trouver u = e (1,0, 72\/5)6.

L

Commentaires :
1l existe également une autre maniére de procéder directement avec les produits sca-
laires, qui va nous permettre un peu plus tard dans le chapitre de faire des projections
orthogonales :

Propriété 176

Si (uq,...,us) est une base orthonormée de F C R", alors, pour tout u € F, on a

U=<u,up >uy+...+<u,us > us




Démonstration

Comme (u1,...,us) est une base, il existe forcément des réels aq, ..., a; tels que
U =ou] + ...+ Qsug
Or, par bilinéarité du produit scalaire, on a

<Uu,u >= 01 < U, U > +ae < U, Uy >+ .0+ 01 < Up, Uy > = O
N———

=1 =0 =0

de méme, en calculant < u,us >,..., , < U, Uy >, on trouve
O ap =< u, u; > Vi=1...,n
Commentaires : < u,up >
Ceci signifie qu’on a "directement” Mg(u) = :
N . < U, Up >
ot on a noté B = (uy,...,uy,). o
m Exemple 16
1 1 -1
Soit B=¢ L |1],%10],21]2
V3 V2 ’ V6
1 -1 —1

Déterminer dans cette base les coordonnées du vecteur u = (1,—1,1) a laide de la
propriété précédente.

On sait déja que la base est orthonormée. On peut donc appliquer la formule de la
propriété précédente, sous réserve de calculer les 3 pl'o(luitﬂ scalaires en question. Si on
note U, U; les vecteurs représentant respectivement u, u; dans la base canonique, on a

trr g 1
<u,up >= U.U = — —
ﬂ ( f
et
4 2v/2
<u,uz >=0 <UUF >= ——= = —
2 3 \i \ﬁ
En conclusion,
1 ( oz
u=—_(u; — 2\&(1;;)
ﬁ 1
? Exercice 13
1 1 1
2 _ L _ L L 2 .
Dans la base orthonormée B = e 11 ' 75 ? 5 01 , déterminer les

coordonnées de u = (1,1,1).

Solution

Vous devez trouver u = <
L

o
§

<} Remarque :

Les trois produits scalaires de ’exemple précédent ont été obtenus en calculant *U-U,.
Rappelons que le produit scalaire est symétrique et ainsi que

tU U =< u,u; >=< Ui, U >= tUi U
<u,u; >
Les trois lignes du vecteur colonne Mp(u) = | < u,ug > | sont donc issues du calcul
<u,us >
de U, - U. C’est exactement la méme chose que de dire que la colonne précédente a
été obtenue en une seule fois par le calcul

MB(U) = tP' U

ce qui revient donc exactement au méme que de dire que

Mg(u) = tPMBO (u)

ce qui était la formule annoncée au début du paragraphe. (Ouf!!)

Moralité : pour ce calcul la, on peut choisir indifféremment ['une ou l’autre technique,
il n’y a pas de différence de temps de calcul.

Commentaires :
Que faire maintenant si la base n’est pas orthonormée, mais "simplement” ortho-
gonale. On a vu précédemment que toute base orthogonale pouvait donner lieu &

une autre base orthonormée en divisant chaque vecteur par sa norme. Si la famille
(v1,...,vy) est alors une base orthogonale, ceci signifie que (ﬁ, cee HZ—:H) est une
base orthonormée On peut facilement passer de l'une & l'autre de la fagon suivante :
Si on note u; = Hv ik la propriété précédente nous dit que la formule de décomposition

dans la base (uy,...,u,) donne :

U=<Uu,uU;y >Uy+...+<uu, > Uy

Or, on a u; = Hv m d’ou, en remplagant dans la formule ci-dessus :
u:<u,v—1> U1 +.. .+ <u, Un O
[vall ™ [l [lnll = lvnll

mais les ||v;|| ne sont que des scalaires, ils peuvent donc étre sortis du produit sca-

laire :
1 (%1} 1 Un
u=<u,v; > + .o <uvy >
[[o1]] [o1]] [onl] {lvnll
ce qui, en simplifié, donne
< > < >
ST S S LTS
[|va ]| ||vn]|
a1 Qn



Ainsi, les aq, ...,y sont les coefficients de u dans la base (v1,...,v,), alors que les
< u,u; > sont les coefficients de u dans la base (u1,...,u,). Nous venons en fait de
faire la démonstration du corollaire ci-dessous :

Corollaire
Si (v1,...,vs) est une base orthogonale de F' C R™, alors, pour tout uw € F, on a
w <u,v >’U < U, Vs >’U
= =g 01 S TR >R
||va][? llvsl> °
Démonstration :

cf. commentaires ci-dessus.[]

m Exemple 17
1 1 -1
Soit B = 11,10 1,] 2 = (v1, v2,v3).
1 -1 -1

Déterminer dans cette base les coordonnées du vecteur u = (1,—1,1)

Ayant déja fait le calcul, on sait que B est une base orthogonale. Ainsi,

u=<u,vy > ﬁ+ < u,ve > Hli—)Hz+ < u,vs >
V1 )

U3

V3

‘ 2

Or, . 1
<u,v1 >= "Mpy(u).Mp,(v1)=(1 -1 1)[1|=1

puis de la méme maniére
< u,vg >=0 <u,vy >= —4

En conclusion,

o
| =

1:471~—f:, v1 — 20:
=3 6 — 3™ )

w

f Remarque :

Pour cette base 13, on ne PEUT PAS appliquer de formule du type ‘PU car dans la
formule du changement de base, la matrice P n’est PAS d’inverse 'P.

? Exercice 14

[ 1 1 1
Dans la base orthogonale B = —-11,12],( 0 , déterminer les coordonnées
1 1 -1
de v =(1,1,1).
Solution

Vous devez trouver u = (%, %, O)B

L

H.-3 Diagonalisation dans une base orthonormée

Commentaires :
Cette partie va concerner la diagonalisation de matrice. Nous allons voir que dans
certains cas de matrices, on peut systématiquement obtenir une matrice diagonale,
de surcroit dans une base trés pratique.

Théoréme 177 spectral

Toute matrice A symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée
de vecteurs propres au sens suivant :

il existe une matrice diagonale réelle D et une matrice P de vecteurs propres ortho-
normés et deuxr & deux orthogonaux telle que

A=PDP™! avec P~ = tp
m Exemple 18
1 2 -1
Soit M= 2 —1 1 |].Sans faire de calcul, on voit que cette matrice est symé-
-1 1 2

trique et REELLE, on sait alors que cette matrice est diagonalisable et qu’il existe
une base orthonormée de vecteurs propres. (Mais en revanche, on ne sait pas lesquels)

On peut le vérifier par calcul :

Sp(M) = {2, ﬁ) _\/?}

et les espaces propres sont :

1 1-V7 1+7
Ey; = Vect 1 i Es=Vect V7i-3 ; E_z=Vect —/7-3
1 2 2

Les trois vecteurs sont bien 2 & 2 orthogonaux.



Corollaire

Les espaces propres d’une matrice symétrique réelle sont deuz a deux orthogonauz.

IMPORTANCE DES HYPOTHESES !
Les matrices diagonalisables qui ne sont pas symétriques ou non réelles, ne sont pas
§ nécessairement diagonalisables dans une base orthonormée (ni méme orthogonale.)

m Contre-Exemple(s) :

1 2 1
La matrice réelle M = [ 2 4 —2 | non symétrique est diagonalisable de valeur
3 6 =5
1 1 1
propre 0, —4,4 dans une base de vecteurs propres -1/2),1-11],(1
0 -3 1

(Faire le calcul pour s’entrainer)
Mais cette base n’est pas du tout orthogonale et il n’existe pas d’autre base de
vecteurs propres pouvant étre diagonale. (a méditer). ..

ET SI LA MATRICE N’EST PAS REELLE 7
2 De la méme fagon, ’hypothése "matrice réelle" est importante également :

m Contre-Exemple(s) :
1

0) et cherchons des

. . . o 2
Prenons la matrice non réelle mais symétrique M = (Z

valeurs propres :

(Petite astuce au passage :) Comme il s’agit d’une matrice d’ordre 2, on éut utiliser
le déterminant de la maniére suivante :

Avap & rg(M —AId) <2
< M — Md non inversible & det(M — M\d) =0
s (A-1)2=0

Il n’y a donc qu’une seule valeur propre, c’est 1. Or, on a déja vu lors d’un exer-
cice précédent que ce type de configuration ne pouvait donner lieu & une matrice
diagonalisable.

En concludion, | M est une matrice symétrique mais non diagonalisable...

111 Distance et projections orthogonales

Commentaires :
Cette derniére partie du cours va nous donner des formules qui permettent de cal-
culer ds coordonnées de projections ainsi que des distances dans des espaces R™ de
maniére immédiate grice a des produits scalaires.

Définition
| On appelle distance entre les deux vecteurs (ou points) w,v € R" le nombre ||u —v]|.

Définition et Proposition
Si A est une partie non vide de R™ et M € R™. 1l existe un nombre d tel que

{||M —al| | a € A} soit minimal
On appelle alors distance de M o A le nombre

d(M, A) = inf{||M — a|| | a € A}

Démonstration :

Cette démonstration repose simplement sur le fait que
0#{||M —all | a € A} C [0;4+00]

Or, tout sous-ensemble non vide et minoré de R admet une borne inférieure. [J

FEzxplications sur un exemple :
Prenons par exemple un plan A dans R3, M un point de R? non compris dans A. On
regarde toutes les distances ||[M — T|| avec T qui varie dans A :

M

1M -]

A T

On prend ensuite la plus petite de ces valeurs, et on affirme alors que c’est la distance
entre M et le plan A.

Commentaires :
Voyons dans la suite comment obtenir des formules pour cette distance si A est un
sous-espace vectoriel de R™. Pour commencer, on va la caractériser par des pro-
jections orthogonales. Il faut donc commencer par définit ce qu’est une "projection
orthogonale”.



Définition
Un vecteur u est orthogonal a un espace F' si u est orthogonal & tout vecteur de F'.
On note u L F.

¢ Définition
Pour tout sev F C R", on note F+ = {u e R* | u L F}ljie Ft ={ueR" |u L
v Yv € F'}. On appelle cet espace ['orthogonal de F.

7 Définition
On appelle projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel F' de R™ un en-
domorphisme p de R™ tel que

{o p(u) e F YueR"”

e plu)—ul F Yu € R"

ot p(u) —u L F signifie que p(u) — u L v pour tout v € F.

Ezxplications sur un exemple :
Reprenons par exemple un plan F dans R?, M un point de R® non compris dans F.

Graphiquement, la projection orthogonale se présente comme suit :

p(M) € F et langle droit signifie que (p(M) — M) L F.

Théoréme 178

Si F' est un sous-espace vectoriel F' de R™, il existe une unique projection orthogo-

nale sur F.

Démonstration : admise. [

f Remarque :
Siue F,alors p(u) =u

Graphiquement, sur le schéma précédent, on peut bien observer ce phénomeéne : si
M est dans le plan A, alors p(M) est confondu avec M.

De maniére générale : si u € F, alors <u—u,v >=0 VYve F,dotu—ulF.
Les conditions sont donc remplies pour que u = p(u) par définition de la projection
et par unicité de la projection.

Corollaire

Pour tout sev F© C R™ et tout x € R", il existe une unique décomposition
(xp,xp1) € F x Ft telle que
r=%f + TpL

(xp est la projection orthogonale de x sur F'.)

Démonstration :
c’est la traduction immédiate de la définition et du théoréme d’unicité précédent.

O

f Remarque :

Si un vecteur u est exprimé dans une base orthogonale relative a I'espace F' sur lequel
on projette, alors 'expression de la projection est triviale :

Propriété 179

Soit B = (v1,...,vy,) une base orthogonale de R" et F' = Vect(vy,...,vs).
Si p est une projection orthogonale sur F' et que Mg(u) = (aq, ..., an,), alors

MB(p(’LL)) = (ala oo .,O[S,O, °oo 70)

p(u) = avr + ...+ asvs, e

Explications sur un exemple : Reprenons par exemple sev de dimension 2 F' dans R?, v un
vecteur de R3 non compris dans F. Graphiquement, dans le repére orthogonal (vy, vg, v3),
ou F = Vect(vy,v2), la projection orthogonale se présente comme suit :

ol on observe bien que

U = QU] + V2 + a3v3

et ensuite que sa projection est
p(u) = vy + v

on a donc simplement retiré la partie en vs pour obtenir p(u) a partir de u.



Démonstration :

Par hypothése, on a

U= 0101 + ...+ OV + Qg41Vs41 + ... + QpU,

=HeF 1F

Donc
HeF et u—H L F

ce qui signifie bien par définition et unicité de la projection que
p(u)=H

O

Commentaires :
Ceci signifie en fait que pour trouver la projection orthogonale d’un vecteur sur F,
on "garde les coordonnées” dans F et on "retire" celles qui sont orthogonales a F'.

Quand le vecteur est exprimé dans une base adéquate, le projeté est donc immédiat
(cf exemple ci-dessous)

m Exemple 19
1 1 -1
Soit B = 11,1 0], 2 la base orthogonale (de vecteurs notés respecti-
1 ! -1
vement (v1,v2,v3)) que nous avons étudiée lors des diverses exemples de ce chapitre.
On pose A = Vect(vy,v2) (plan de R3).
Soit
u=(2,—1,3)p = 2v1 — vy + 3vs

Comme la base B est orthogonale, alors la projection de u sur le plan A est

p(u) = (2,-1,0)p = 2v1 — v2

Commentaires :
| Mais qu’advient-il si uw n’est pas exprimé dans une telle base ?

Théoréme 180

Si p est une projection orthogonale sur un sev F' de R™ et que (uy,...,us) est une
base orthonormée de F, alors, pour tout u € R™, on a

plu) =< u,ur >uy + ...+ < u,us > ug

Démonstration :

Soit u € R" et H =< u,u; > up + ...+ < u,us > us. On veut montrer que
H = p(u), c’est-a-dire que

HeF et H—-—ulF
On a, par définition,
H e Vect(uy,...,us) = F
La premiére condition est donc vérifiée.
Vérifions maintenant que v — H L Fie. <u—H,v>=0 YveF.
Comme F = Vect(uy,...,us), par bilinéarité du produit scalaire, ceci revient a

montrer que
<u—Hyu;>=0 Vi=1,...,s

Or <u—H,u; > = <u,u;>—<H,u; >

<u,u; > — < Z;:l <u,uj > ug, up >

< U,u; > — 23:1 < U, u; > < Uj, Uj >
? N—_———

=0sii#j
= <UU > — < UU > < U, Up >
——

=1
D’out

H—ulF
Par condition d’unicité sur la projection orthogonale, les conditions étant remplies,

on a bien
<uup > UL A+ < uyug >us = H = pu)

O

Corollaire

Si p est une projection orthogonale sur un sev F de R™ et que (v1,...,vs) est une
base orthogonale de F'. Alors, pour tout u € R™, on a

_ <w,vp > < Uu,vs >

plu)y) = —"—v1+...+ —————v
®) = e TolP



m Exemple 20
1 1
Soit F' = Vect 11,10 . Déterminons les coordonnées de la projection or-
1 -1
1
thogonale de uw = [ 0 | sur F.
0

La base B = (v1,v2) de F donnée ci-dessus étant orthogonale, on utilise simplement la

formule

< u,v1 > < u,vy >
p(u) = S U1 S U2
v1||° V2l|“
ie. ) )
(w) 1 n 1
u) = -v —:
r 3T g
et donc

pw) = 5 (5,2,-1)

Commentaires :
| Voici ci-dessous quelques propriétés des projections que nous expliquerons juste aprés

Propriété 181

Si p est une projection orthogonale sur un sev F' de R", alors

pop=p ; Jmp=F ; pu)=0 YulF

Démonstration :

° Montrons que pop =p :

On pose H = p(u) € F.

Nous avons vu précédemment que, comme H € F', on a p(H) = H, ce qui signifie
que pop(u) = p(u)!

° Montrons que Jmp = F':

On sait par définition que Jmp C F. Il reste & montrer que F' C Jmp.
Soit donc f € F. On sait que p(f) = f. Donc f € Jm f!

° Montrons que p(u) =0 Yu L F

0cFetu—0_LF,donc p(u) = 0 par unicité. O

Commentaires :

- pop = p signifie que si on projette et qu’on recommence la projection, on ne bouge
pas. En effet, H = p(M) est déja sur F, donc recommencer revient donc & dire que
p(H)=H.

-Jmp C F car on projette sur F', mais tout élément de F' peut étre considéré comme
une projection.

- tous les éléments orthogonauz a F seront d’image nulle :

Commentaires :

Finalement, voyons quel rapport a cette projection avec nos calculs de longueurs et
comment nous allons pouvoir établir des formules de calcul. En premier lieu, la dis-
tance entre un point M et un sev F' est donné grace a la projection de M de la fagon
sutvante :

Théoréme 182

Si F est un sev de R™, pour tout point M € R™ on a

d(M, F) = ||M — p(M)]|

ol p est la projection orthonormale sur F.

F

Démonstration :

M —p(M)|| =inf(||[M —y|| | y € F).

Montrons que |

Soit y € F. On a
M=yl = M= p(M) 4 p(M) — |
LF €F
= IM=pD)| + lp(M) - y|[*

Pythagore




Ce ceci, on tire en particulier

M —y|[* > ||M —p(M)]|*
d’ou

M —yl|| > |IM — p(M)]]
Ainsi, ||[M — p(M)||? étant constant,

d(M, F) > ||M = p(M)]|.

De plus, pour y = p(M) € F, on trouve l’égalité. La borne inférieure est donc
atteinte, ainsi

d(M,F) = ||M — p(M)||

Commentaires :

Venons en maintenant a ces fameuses formules de calcul de distance données dans
deuz cadres : soit on dispose d’une base orthormée de F', soit seulement d’une base

orthogonale.
Corollaire
Si (u,...,uy,) est une base orthonormée de R™ avec (uy,...,us) base de F', on a
n n
dM,F? = > <Mu;>uwl|’= > <Mu; >
i=s+1 i=s+1

Démonstration :

Par formule de décomposition dans la base orthongormée B = (uy,...,u,), on a

M =< M,u; >us + ...+ < M,u, > uy
Par formule de projection :
p(M)

=< M,u1 >ui+ ...+ < M,us > ug

et donc
M — p(M)

=< M,ug41 > U1+ ...+ < M,uy, > uy,

D’ou
d(M, F)? ||M — p(M)][?

0

0
< ]\[, Us+1 >

<M y Uy > B

0%... 4+ 0%+ < M,ugy1 >>+...

car la base B est orthonormée

+ < M, u, >

ou alors on démontre ceci en utilisant la formule de Pythagore :

AMFP = M~ p()] P
= || < M,tgqr > tUgy1 + ...+ < M,up > uyl|?
= || < M,usq1 > usa|*+ ...+ < M,u, >uy,|[* car B est orthogonale
= < M ugq >2 Hu5+1H2 4.4 < M, u, >> Hun,H2
——
-1 -1
= < Mug >2+...+<M,u, >
O
m Exemple 21

C

Soit F = Vect((1,1,1),(1,0,—1)). Déterminer d(M, F) avec M = (2,3, —1).

Les vecteurs (1,1,1), (1,0, —1) sont orthogonaux. Une base orthogonale de I’espace est

par exemple B = ((1,1, l) (1,0,-1),(—1,2,-1)) (déja vu précédemment) et une base
orthonormeée est B = (% (1,1,1), %(1,0, -1), %(71, 2, 71)) Ainsi,
uq ug 5u 2
d(M,F)* =< M,uz >*= <>

et donc 5 6

Ad(M, F) =

(M, F) 7
orollaire
Si (v1,...,0,) est une base orthogonale de R™ avec (v1,...,vs) base de F, on a
= v; "< M,v; >
W06 PR =1 3 <a, s Ty 3 e 3 <M
p3) Tel” = 2 <Mper>= X~




m Exemple 22
Soit F' = Vect((1,1,1),(1,0,—1)). Déterminer d(M, F) avec M = (2,3, —1).

Les vecteurs (1,1, 1), (1,0,—1) sont orthogonaux. Une base orthogonale de 'espace est
par exemple B = ( (1,1,1),(1,0,-1),(-1,2,-1) ) (déja vu précédemment) Ainsi,
N N N——

et donc

Cas particulier : Principe des moindres carrés et projection

On considére un nuage de points {(z;,¥;)}i=1,...n- On note X = (z1,...,2,) € R” et
Y =(y1,-.-,yn) € R™.

On rappelle que le principe des moindre carrés consiste & déterminer une droite (d’équa-
tion y = ax + b) se rapprochant le plus possible du nuage au sens "vertical", ¢’est-a-dire

n
de trouver des coefficients a, b tels que > ||y; — az; — b||? soit le plus petit possible :

(i.e. on veut ici minimiser globalement les normes des parties en pointillés.)
On remarque que si on pose U = (1...,1) € R", pour v = aX + bU, on a

n
1Y —ol* =" [lys — az; — bl
k=1

La problématique consiste donc en réalité a trouver le point v € F' = Vect(X,U) tel que
[|Y — v]|? soit le plus petit possible. D’aprés le théoréme précédent, c’est la projection de
Y sur F. Autrement dit :

La droite est optimale ssi aX + bU = pyeer(x,0)(Y)

? Exercice 15
0

n considére le nuage de points associé aux données suivantes :

X1 2 |-2|1|-3
Y|0|-1| 3 |2]|-2

1. Montrer que B = {(1,...,1),(6,11,-9,6,—14)}, est une base othogonale de
F =Vect(X,U) (ou on utilise les notations de ’explication ci-dessus.)

2. Déterminer les coefficients de la droite de régression associée aux données par la
méthode des moindres carrés grace a la méthode citée ci-dessus.

Solution

Notons V4 = (6,11, —9,6,—14) et X = (1,2, —-2,1,-3).
1. On montre facilement que < U, V; >= 0. On constate également que Vi = U +5X € I
ot F' est de dimension 2. Ainsi, B’ est bien une base orthogonale de F.

2. On sait que a, b correspondent au vecteur

<YV,U>_  <Y,\Vi>, 2. 2 2 1 1
X +bU = Y)= U ’ Vi=-U+—Vi=(2+— U+ — -5X
oX +0U =pr(¥) = =g U+ Ty V=5V F ™ (5+235) * 335

Or a est le coefficient en X et b le coefficient en U, d’ou

=4 =4
b _ 1 g0 p=2_19

“= 935 T a7 =235 a7 =04







DIAGONALISATION

Rappel : Lien entre matrice et application linéaire

e Toute application linéaire f : E — F admet une matrice dans n’importe quelles bases
B de E et G de F. (On la note Mp g(f).)

Dans le cas d’'un endomorphisme, on utilise généralement la méme base au départ et a
Parrivée. Dans la base B, on note alors Mg(f). La matrice est alors carrée.

e A partir de toute matrice M € M,, ,,(K), en choisissant E et F' des K-espaces vectoriels
de dimensions respectives m et n ainsi que des bases respectives B,G de E et (G, on peut
construire une unique application linéaire f : E — F de matrice M dans les bases en
question en définissant :

7 f(B)”
fQo1) oo f(bm)
g1 mia mim
Mgp(f)=M= G :
gn Mnp,1 oo Mpm

En particulier, si M € M,,(K) est une matrice carrée, elle peut étre considérée comme la
matrice d'un endomorphisme de E de dimension n.

1 Valeur propre et vecteur propre

Dans tout ce chapitre, on considérera F un espace vectoriel sur K(= R ou C) de dimension
n, B une base de E et f € L(E) un endomorphisme de E.

# Notation :
‘ Si B est une base de E, pour simplifier les notations, on notera souvent Mp au lieu
de Mp(f).

I'.l Valeur propre d'un endomorphisme

Commentaires :
Les matrices les plus pratiques & utiliser, tant dans le calcul du rang que le calcul des
puissances sont les matrices triangulaires, voir méme mieuz, les matrices diagonales.
Le but de ce chapitre est déterminer, si possible, une base dans laquelle la matrice de
U’endomorphisme sera diagonale (ou du moins "la plus diagonale possible”)

<} Remarque :

On cherche & "annuler" une bonne partie des coefficients non diagonaux. Or, si on
note B = (eq,...,e,), on obtient I’équivalence suivante :

f(ei)

0

MB(f) = €; = f(ez) = Xe;

. oyO- -

[¢]

Le but est donc de trouver un maximum de vecteurs non nuls linéairement indépen-
dants tels que f(v) et v soient colinéaires (i.e. il existe A € K tel que f(v) = \v.)

# Définition
On dit que A € K est une valeur propre (vap) de ’endomorphisme f §’il existe v # 0
tel que f(v) = Av. L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme f est appelé
spectre de f et noté Sp(f).

m Exemples :
Supposons n = 2 et ={e1, ea} une base de E;

1m SiMg(f)= (g 11), alors 2 est valeur propre car

fler) =2e

2m  SiMp(f)= (} }), alors 0 est valeur propre car

f(€2—€1)26:0>< (e2 —e1)
——
£0

.o  Vecteurs propres et espaces propres d'un endomor-
o phisme

# Définition
Si A € K est une valeur propre de ’endomorphisme f, on appelle v un vecteur propre
(vep) de la valeur propre A tout vecteur v non nul tel que f(v) = Av. L’ensemble
E\(f)={v e FE|f(v) = v} s’appelle l'espace propre associé a la valeur propre .




m Exemples :
Supposons n = 2 et ={ey, ea} une base de E;

3m &N@U):(é

_1>, alors e # 0 est vecteur propre de valeur propre 2 car

f(el) = 261
4m SiMg(f)= G }), alors v = es — e; # 0 et vecteur propre de valeur propre
0 car
flv)=0=0xw
Remarques :

1) X est une valeur propre de f si et seulement si Ex(f) # {0g}.
(c’est la définition d’une valeur propre.)

2) O € Ex(f). Les vecteurs propres de vap A sont les éléments non nuls de Ey(f).

3) | E)\ =ker (f — AId), |ce qui entraine immédiatement que F) est un K-e.v. et qu'un

vecteur propre n’est pas unique! (Par exemple, si v est un vecteur propre de
A, tout aw, avec o € K est un vecteur propre de \.)
4) Si v doit étre non nul, il se peut par contre que A = 0. Dans ce cas, on a

Eo(f) = ker f.

5) Les valeurs propres et les vecteurs propres ne dépendent pas d’une base.

Notation : S’il n’y a pas de confusion possible, on notera E) au lieu de E)\(f).

1.3  Stratégies de calcul des valeurs propres d'un endomor-
m phisme

Tout repose sur les équivalences suivantes :

Pro priété 183 fondamentale

Ey # {0g}

ker (f — Md) # {05}

f — AId est non injective
f — Ald est non surjevtive
rg(f—Ald) <n=dimFE

A\ est une valeur propre

11eey

Application . Cette propriété permet de déterminer plusieurs méthodes pour trouver
I’ensemble des valeurs propres de f.

Méthode 1 : On détermine I'ensemble des valeurs ) telles que rg (f — A\l d) < n.

Ceci se fait généralement & ’aide d’une matrice de f dans une base.

m Exemple 5
Supposons que E soit de dimension 3. Soit f un endomorphisme de FE de matrice

1 2 1
M=12 4 —2| dans une base B. Alors, rg (f — M\ d) = rg(M — \I3). Or,
3 6 =5 1-A 2 1

M-)Mz=| 2 4-x -2
3 6 —5-2X\

"Sans se poser de questions” : faire un pivot de Gauss pour arriver ¢ une matrice tri-
angulaire. 11 faut néanmoins choisir stratégiquement ses pivots, mais attention, toujours

non nuls!
=X 2
M =3 = 2 4-X 2
3 6 —-5—A
on annule les coeff : Ly < Lo+2Ly; L3+« L3+ (5+ ML
1-AX 2 1
~ 4 -2\ 88—\ 0

A2 —4X+8 16+2) 0
Le nouveau pivot devrait étre en C'2; L2, mais 1’expression peut s’annuler.

A ce stade 14, on a donc deux possibilités :

* continuité de la méthode : "je ne me pose pas de questions” :

On prend comme pivot la quantité 8 — A (coeflicient du milieu). Néanmoins, il faut s’as-
surer qu’il est non nul. Il faut donc séparer les cas :

SiA=8:
-7 2 1 -7 2 1
M—-X3~|-12 0 0]~ -8 32 0
—-88 32 0 —-12 0 0

c’est une matrice de rang 3. A = 8 n’est donc pas valeur propre.

Si A # 8 : on choisit comme pivot 8 — A :



1-A 2 1

M— N5 ~ 49\ S—X\| 0 Tenter de mettre en valeur par de simples combinaisons de lignes ou de colonnes
N2 _4r+8 T6F2n 0 une colonne ou une ligne entiére ayant des coefficients proportionnels.

opération : Lg < (8 — A\)L3 — (16 + 2)\) Lo

1-A 2 1 1-A 2 1 4—-A 2 1
o la—on Ts—x1 o M — Ay 24—\ =2 ~ A—X 4—) -2
n 5 0 3 6 S=AN 10, «Ci+Cy+Cy | \&—A 6 —5—-A
ot A = (8=N) (A2 —4X+38)— (16 +2))(4 —2)) on annule les coefficients de la premiére colonne :
= MAAN(—8+4+4)+N-4x8—-8+2x16+2x4)+8 —4x16 Ly—Ly—Ly Ls— Ls— Ly
=0 =-16 =0 4—-X 2 1
= M-16A=2\?>—-16)=| AA—4) (A +4) ~ 0 2-Xx -3

Ainsi 0 —6—A

Sp(f) = {0’ —4, 4}'

pas de simplification évidente, alors on revient au pivot de Gauss

* ou bien "je me débarrasse du probléme de pivot nul" : on place sur la diagonale un élément non nul de maniére certaine, on échan,
4— A 2 1
a partir de ( LT 50 é), on retire les A du coefficient diagonal : Ly < 2Ls + M—X; ~ 0 —6— )\
X2 —4x+8 16421 O
Ls 0 2-X -3
1—A 2 1 1—A 2 1 , . .
M—X; ~ [2(4—20)-22—ax+8 39 ol = =x2—8x+16 39 0 et c’est parti pour le pivot! Lg — 4Ls — (2 — X\)Ls
X2 AN+ 8 16+21 0 A2 AN+8 164+2) 0 46A i 61 \ 4_) 9 1
On simplifie la deuxiéme colonne par 2 _ ~ e — _6_
il detn o o USRI I R () B (TR
~ | -A2-8Xx+16 16 0 puis Ls: 16L3 — (8 4+ A\)Ls —X2—4)
A2 —4X+8 8+ 0 .
11—\ 1 1 On trouve de méme que
~ A2 —-8\+16 16 0 Sp(f) ={0,—4,4}
A 0 O
ot A= 16(—A% — 4)\ +8) — (8 + \) (=A% — 8A + 16) Avantage : Au final le polynome dont il faut trouver les racines n'est ici "que” de degré 2
=16(—A2 — 4\ +8) — (_ M4 A2(—8 —8) + A(—8.8+16) + 8.16) au liew d’étre de degré 3 dans l’autre méthode...
~—— —— Inconvénient : Il n’est pas toujours évident de trouver des combinaisons simples a effec-
16 —O4H16=-48 tuer, mais il peut valoir la peine de prendre quelques minutes pour y réfiéchir. Surtout si
=M+ 23(=16+16) + A(—4.16 + 48) = X3 —16A = A(A\2 = 16) =| A(A —4)(A +4) la matrice est de grande taille.

—16
Ainsi

Sp(f) = {07 _47 4}

Avantage : avec ces méthodes, on obtient toujours une équation a résoudre.
Inconvénient : il n’est pas toujours simple de la résoudre ...




Méthode 2 : par résolution de systéme : "recherche" de ker (f — A\Id) :

On se place dans une base B, dans laquelle on dispose de la matrice M de f. On pose

T
v= |y | .On cherche les A pour lesquels 0 n’est pas la seule solution du systéme.
%) B
1 2 1
Par exemple, toujours pour M = Mp(f)=[2 4 -2|. Alors
3 6 -5

(17)\)x+2y+20

2+ (4—Ny—22=0
3x+6y—(5+XN)z=0

(f = Md)(v) =0

1-XNz+2y+2=0
(

s {4- 2>\)J;+(8 Ny =0 Lo ¢ Ly +2L,
B+ G+NA=N)z+ (6+20+N))y=0 Lz« Ly+(5+N)
1-XNz+2y+2=0

e {@—22z+8-Ay=0

(8 —4X — A2z + (16 + 2\)y =

Recherche d’un pivot non nul : Ly < 2Ly + L3
1-XNz+2y+2=0
& (=X2 -8\ +16)x+| 32 y=0
(8—4X— Az + (16 +2\)y =0
1-XNz+2y+2=0
& (=22 =8\ +16)x + 32y =0
Ax =0 L3+ 16L3 — (8 + )\)Lg
ot A=16(—A% —4X+8) — (8 + A\)(=A2 =8\ +16) = A(A —4)(A + 4)

Le systéme admet une unique solution si et seulement si A = A(A —4)(A+4) #0. On a
donc

Avap & A €ker(f —Ald) < | A€ {0,—4,4}

Avantage : Méthode efficace a tous les coups. (Méthode trés similaire au pivot de Gauss
dans la matrice M — AId.) Permet de calculer ensuite rapidement les espaces propres...

Inconvénient : Pas trés esthétique et un peu rébarbatif. De plus, comme dans la méthode
du pivot de Gauss, l’équation a résoudre n’est pas toujours trés simple.

Stratégies de calcul des espaces propres d'un endomor-

1-4
phisme

Pour trouver les espaces propres de 1’endomorphisme f
On résoud (f — A)(v) =0, ou A € Sp(f)

Ici encore, plusieurs stratégies possibles qui dépendent principalement de la méthode uti-
lisée pour trouver les vap. :

Si on a déterminé les valeurs propres a I'aide du rang de la matrice :

on peut

- Résoudre M X = AX pour chaque valeur propre (ot M = M(f).) (long!)

- Pour ne pas avoir a refaire intégralement I’ensemble des calculs pour chaque valeur
propre :
on note S la matrice la plus simple obtenue a partir des simplifications par lignes uni-
quement a partir de la matrice M (f) — AId. On pourra alors résoudre plutdot SX = 0
au lieu de (M (f) — M[d)X =0.

Si on a utilisé la deuxiéme méthode pour déterminer les valeurs propres :

Il suffit de résoudre le systéme restant pour les valeurs propres trouvées.

m Exemple 6
Les espaces propres de |'endomorphisme dans I'exemple précédent sont :

1 1 1
E_4, =Vect | —1 Ey = Vect | —1/2 Ey=Vect |1
-3 0 1

Voyons ceci par deux des stratégies proposées.

La matrice la plus simple que nous avons obtenue par manipulation de lignes & partir de
M — M\ d (matrice appelée réduite de Gauss) est

1-A 2 1
M—-MN~S=[-X-8\+16 32 0
A —4X+8 16+2X 0

Le systéme a résoudre est donc
I-=Nzx+2y+2=0

(A2 —8A+16)z + 32y =0
(A2 —4X+8)x + (16 +2\)y =0

S:



pour chacun des A € Sp(f) = {0, —4,4}.

* SiA=0:

r+2y+z2=0
S=1(16x+32y =0 (:}{er yte <:>{z

2y =0 2y=20
8z + 16y = 0 T2y Ty
1
D’oa Ey = Vect | —1/2
0
* SiA=4:
—3r+2y+2=0
S=1{-320+32y=0 <:>{ IR <:>{m ‘
=Y =Y
—24x +24y =0
1
D’ou E4 = Vect | 1
1
* Demémesi A\=—4...
x
Rappelons quesiv= |y | ,ona
z

B

1-Nz+2y+2=0
(F=AMd)(v) =0 < (-A2—8\+16)z+32y=0
AN —4)(A+4)z =0

Ainsi, si A € Sp(f) = {0;—4;4}, la derniére ligne s’annule et le systéme se résoud sim-
plement.

-3z + 2 =0 — =0
x Sid=4:  (f-Ad)(v)=0 N o {TETE
—32z + 32y =0 r=y
1
D’ou E4y = Vect | 1
1
5x + 2 =0 3 =0
w Sid=—4:  (J=AMd)()=0 Tyt 2 o {0rTF
322+ 32y =0 T=—y

1
D’ou E_4 = Vect | —1
-3

Si seules les dimensions de 1l’espace propre nous intéressent

Il se peut que I’énoncé ne nécessite pas le calcul exact de ’espace propre associé a la vap
A, mais seulement la connaissance de la dimension de F). Dans ce cas, notons que

dim F) = dimker (f — AMd) =n —rg(f — AId)

Si on a utilisé la méthode 1 pour trouver les valeurs propres, ce rang est obtenu directe-
ment sur la matrice réduite de M — Ald.

m Exemple 7

1 2 1 4—-X 2 1
Avec M =2 4 -2, on a trouvé une réduite : 0 4 —6— A
3 6 -5 0 0 —A(A+14)
Pour la valeur propre 4, on a donc
0 2 1
rg(M—4Id)=rg |0 4 —10| =2
D’ou 00 0

dimEy=3-2=1

Remarque : Dans le cas de cette matrice, on aurait pu trouver les dimensions
associées d’une maniére encore plus rapide. C’est ce que nous verrons entre autres
par la suite.

I-.5 Valeurs propres d'une matrice

¢ Définition

Soit M € M, (K) une matrice carrée. On appelle A\ une valeur propre de M s’il
existe un vecteur X € K" non nul tel que MX = AX. On note Sp(M) et on
appelle spectre de M 1’ensemble des valeurs propres de M.

# Définition

Si A est une valeur propre de M, alors on note Ex(M) ={X e K" | M X = AX} et
on appelle vecteur propre de valeur propre A de M n’importe quel élément non nul
de E\(M). On appelle Ey\(M) Uespace propre de la valeur propre A.

m Exemple 8

2 -1
Avec M = (0 1

valeur propre 2 de la matrice M.

) et V= (é), on a MV =2V et donc V est vecteur propre de




<} Remarque :

Les vecteurs propres de matrice sont toujours des éléments de ’espace vectoriel K™
(et non des polyndmes ou autre. . .)

Propriété 184

Si f: E — E est un endomorphisme associé a M tel que M = Mp(f), alors

m X est un vecteur propre de M de vap A si et seulement si le vecteur v de
coordonnées X dans la base B est un vecteur propre de f, de vap A.

® )\ est une valeur propre de M si et seulement si c’est une valeur propre de
I
Démonstration :
e i) Soit X un vecteur de K" et v = Xp. Alors
X est un vecteur propre de M MX =)2X
Mgp(f)X =X
IOESY,

v est un vecteur propre de f de vap A.

I

e ii)  C’est une conséquence directe de 7). O

m Exemple 9
Supposons donné ’endomorphisme u : Ry[X] — Ry[X]; P — X P’ — 2P. Dans la
base canonique B = (1, X, X?) de Ry[X], on obtient la matrice de u suivante :

-2 0 0
M=Mguy=|0 -1 0
0 0 0

On observe également directement sur la matrice que v; = 1,v3 = X, v3 = X? sont
trois vep de 'endomorphisme u (de vap. resp. —2, —1,0). En posant alors

Vi = Mp(vy)

on obtient V7 = (1,0,0), V5 = (0,1,0), V5 = (0,0,1) et on peut (directement par
calcul matriciel) observer qu’en effet, V7, V2, V3 sont vecteurs propres de la matrice
(resp. associés aux valeurs propres —2, —1,0).

Moralité de la propriété : parler de valeur propre ("et vecteur propre") d’une ma-
trice ou de I’endomorphisme associé est exactement la méme chose. Les mémes propriétés
s’appliquent.

Corollaire n°1

L’ensemble des valeurs propres d’une matrice triangulaire est l’ensemble de tous les
coefficients diagonaux.

Démonstration :

Quitte & ce que les coefficients * ci-dessous soient nuls ou & tansposer la matrice,
on ne perd rien & supposer qu’elle est triangulaire supérieure. On pose

Al * C *
- 0
l p—
0 ... 0 X\,
A est une valeur propre de M si et seulement si rg (M — Ald) < n. Or D — \ld =
/\'[ - A * B *
0 . . -
qui est de rang < n si et seulement si 'un des coeffi-
: i . *
0 o0 A=A
cients diagonaux s’annule, autrement dit, si et seulement si A € {A1,...,\,}, d’ou

Sp(T) = {X1,..., A} O

Corollaire n°2
Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

Démonstration :

Deux matrices semblables sont deux matrices d’'un méme endomorphisme expri-
mées dans deux bases différentes. [

Corollaire n°3

Si M est semblable & une matrice triangulaire ou diagonale T, alors Sp(M) est
constitué de tous les les coefficients diagonaux de M.

Démonstration :
Le spectre d’une matrice triangulaire ou diagonale est constitué de I’ensemble de
tous ses coefficients diagonaux et, d’aprés le corollaire précédent, Sp(M) = Sp(T).

O

f Remarque :

Pour un méme vecteur propre v € E d’un endomorphisme u, en écrivant les matrices
M et M' dans 2 bases différentes (i.e. M et M’ semblables), les vecteurs propres de
M et M’ associés a v sont reliés :



Propriété 185

Soient M, M’ € M,,(K) deux matrices semblables, A € K et X € K". Alors,

MX =)XX & MX =)\X

ot X' = P71X,si M’ = P~'MP. (ce qui correspond au changement de base.)

m Exemple 10

Soit B = (e1, e2) la base canonique de R2. On pose le changement de base

P = My(B) = G ;) pour lequel P~ = M (B) = (_21 ‘11) .

0 0 -3 -3

SiM:(S 0>,onaM’=P—1MP=(6 6)

Vecteur propres de M :

V= <(1)> , Vo= ((1)> (vap resp. 3,0)

D’ou les vecteurs propres de M’ :

ver= (27 (0)-(2) v (A DO -(3)

ou V;, Vi' sont donc les 2 écritures différentes de e; dans les bases B et B’ :

Vi = Mg(e1), V{ = Mgi(e1), Vo= Mp(e2), Vy = Mys(e2)

Oon peut notamment vérifier que

MV, =3Vy, MV, =0Va, M'V] =3V, M4V, =0V,

11 Diagonalisation

II-1

Définitions

Définition

Soit f un endomorphisme (resp. M € M, (K) une matrice carrée). On dit que f
(resp. M) est diagonalisable si elle admet (resp. si elle est semblable a) une matrice
diagonale.

Rappel : Deux matrices semblables sont deux matrices d’un méme endomorphisme
dans deux bases différentes.

Corollaire

Supposons que M soit la matrice associée a f € L(E) dans une base B.
M est diagonalisable < il existe D diagonale telle que M et D soient
deuxr matrices d’un méme endomorphisme
< il existe une base B' t.q. Mp/(f) soit diagonale.
& f est diagonalisable.

f Remarque :

De cette propriété, on déduit le langage (un peu abusif) pour une matrice M d’étre
"diagonalisable dans une base B'".

-2 Nombre de valeurs propres / dimension des espaces
m  propres

Théoréme 186

Soient A1,...,Aq des valeurs propres deux a deux distinctes d’un endomor-
phisme f, et vy,...,vq des vecteurs propres (non nuls) de valeurs propres respectives
A,y ...y Ag, alors la famille {vy, ... ,vq} est libre.

Démonstration :

(Par récurrence sur d.)
Soit Hy : ( Si A1,...Ag sont des valeurs propres deux a deux distinctes d’un endo-
morphisme, toute famille (vy,...v4) de vecteus propres associés est libre. )

* Initialisation : triviale d = 1. (Une famille d’un élément non nul est libre.)

*x Hérédité : Supposons Hy_1 vraie pour d € N* et montrons que Hy est vraie.
Supposons qu’il existe aq,...,aq € K tels que ayvy + ...+ aqgvg = 0.

Par application de f, on obtient

a1 + ...+ agug
QIALVL + .. agAgUg

Pour Lo — A1 L1, on obtient

ﬂ_}()\_} — )\] )I,'Q + ...+ (]’,](/\,/ - )\] )I,',] =0

Par hypothése de récurrence, comme les \; sont deux a deux distincts, on trouve
ay = ... = ag = 0. Le cas a; s’en déduit en réinjectant les résultats dans la
premiére ligne. [J



Corollaire Démonstration :

. . . . Notons v1,...,Vs, , Vg 41y, Vgoy o v vy v st
Soit f € L(E), (resp.- M € M,,(K)) ou E est un espace vectoriel de dimension n. ARGAALANGE L i o
dans Ey, dans Ey, dans EA]
= f (resp. M) admet au mazimum n valeurs propres distinctes. Montrons que (v, ...,vs,) est une famille libre par récurrence sur d € N* :
m Si f (resp. M) admet n valeurs propres distinctes, alors f (resp. M) est
diagonalisable. * Initialisation : Si d = 1, la famille (vy,...,vs,) est libre par hypothése.
Démonstration : o R o . .
* Hérédité : De d —1 a d. Supposons la propriété vraie pour d —1 € N* et montrons
m Supposons que f (ou M) admette d valeurs propres distinctes Aq,..., \g. Il existe qu’elle est vraie pour d.
alors d vecteurs propres vq, ..., vq de valeurs propres respectives Aq,..., Aqy. La pro- On pose ay, ..., as, € K tels que
priété nous indique que la famille {U—l, e Ud} est libre. Ainsi,
. v+ .., Us, =0 (%1)
d= (:ard{m S ,vd} <dmFE=n
o » on applique f et on obtient
m On note {vy,...,v,} une famille de vecteurs propres associés aux n valeurs propres

distinctes. D’aprés la propriété précédente, la famille est libre de cardinal n = dim F.
C’est donc une base. Dans cette base, f (resp. M) est diagonale ... par construction !

O
f Remarque On fait (x2) — Ag(*1) et on obtient

Si le nombre de valeurs propres distinctes est différent de n = card E, on ne peut
rien dire a priori, mais rien n’est déséspéré...!

QAU F o F g MU, e sy 1 AdUsy 1 e s Agus, =0 (2)

vap A\ vap Aq

(J(l()\l — )\d)vl + ...+ (qul()\l — Ad)'l"'sl +.. .+(l’s{]72+1(Ad,1 — Ad)’l,’SdiQJrl + ...+ (Jcs‘l()\dfl -

vap A1 vap Ag

m Exemple 11 : Par HR, on obtient la liberté de (vy,...,vs, ,), d’oti, comme les \; sont 2 a 2

1 0 0 distincts,

Matrice diagonalisable : {0 1 0] (car déja diagonale) aty.y g, , =0
0 0 2
Il reste
sy 1+1Vsy 141+ ...+ ag,vs, =0
m Exemple 12 i i
a 0 0 mais la famille (vs, ,41,...0s,) étant une famille libre, les a; restant sont tous nuls.

Matrice non diagonalisable : M = [0 a 1 ) o S
00 a * En conclusion, la famille (vy,...,vs,) est une famille libre.

On a trivialement Sp(M) = {a}. Ainsi, si M était diagonalisable, on aurait M est -

semblable & a Id, d’ot ’existence de P inversible telle que

On en déduit le théoréeme suivant :
M =PaldP ' =aPP ' =0ald

Or M # ald, d’ou la contradiction.

Théoréeme 187 de Juzxtaposition des bases 1 :

Supposons donné :
- A1,y-.., Ag € K des valeurs propres 2 ¢ 2 distinctes de f (resp. M)

- Bi,...,Bq des familles libres respectivement dans Ey,, ..., Ey,

Alors By U...U By est libre.




Théoréme 188 de Juxtaposition des bases 2 :

Supposons donné :

- A, .., Ag € K des valeurs propres 2 a 2 distinctes de f (resp. M)
- Bi,...,Bq des familles libres respectivement dans Ey,, ..., E\,

- card(B1) + ... + card(Bg) > n

Alors

- card(B1) + ...+ card(Bg) =n

= B=B;U...UB, est une base de E

- f (resp. M) est diagonalisable dans la base B.

De plus,

- B; est finalement une base de Ey, (i.e. card(B;) = dim E},)
- il n’existe pas d’autre valeur propre de f (resp. M.)

Démonstration :

démontré uniquement pour le cas de f, le cas de M étant une conséquence immeé-
diate.

o card(By) + ...+ card(By) = n :

D’aprés le théoréme précédent, B est une famille libre. On a de plus,

card(B) = card(By) + ...+ card(By) > n

Or, une famille libre ne peut pas avoir plus de n éléments, d’ou card(By) + ... +
card(By) = n.

° BB est une base de I :
C’est une famille libre avec n = dim E éléments, donc c’est une base de FE.

° f est diagonalisable dans B :
C’est immeédiat, car dans la base B qui est un ensemble de vecteurs propres, la
matrice de f est diagonale.

° B; est une base de E}; :
On sait que B; C E), et card(B;) < dim Ey, pour tout i =1,...,d.

'l existe k tel que card(By) < dim Ey,, (quitte a réorganiser le vap, on peut
supposer que k = d, alors il existe une base ) de E\, de cardinal

card(By,) > card(Bg).

Par le théoréme précédent, la famille (B, ..., By_1,B}) est libre, mais

card(By) + ... + card(Bg_1) + card(B})) > card(B;) + ...+ card(By) = n

ce qui est donc impossible car une famille libre ne peut avoir plus de n éléments.
Ainsi, on a bien card(B;) = dim E, pour tout i et la famille est alors bien une
base de Ej,.

° Il n'existe pas d'autre vap :

S’il existait une valeur propre supplémentaire, cela reviendrait encore une fois a
rajouter une famille libre a la famille B déja existante, le tout étant alors encore
libre par le théoréme précédent, ce qui est impossible. [

? Exercice 1
o

1
Montrer que la matrice | 0
0

o = O

0
1| est diagonalisable.
2

Solution

Notons B = (e1, e2, e3) la base canonique de R3 et M la matrice de ’énoncé. M est trian-
gulaire, on sait donc que ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux :

Sp(M) = {1,2}

On observe immédiatement que e, es sont des vecteurs propres de M de valeur propre 1.
On pose B1 = (e1,e2) et on a alors

B1 C E; une famille libre.

De plus, on sait qu’il existe au moins un vecteur propre v dans Es. On note alors Bs = {v}.
On a

Ba C Es.
D’apres le théoréme de juxtaposition des bases, on sait alors que B = (e1, e2,v) est une
famille libre dans R?® de cardinal > 3. C’est donc une base de vecteurs propres de R? et la
matrice M est bien diagonalisable.

L

et dans les deux sens finalement, si on est certain d’avoir tout le spectre :

Théoréme 189

On se donne un endomorphisme f € L(E) (resp. une matrice M € M, (K)) On
note n = dim E et A\1,...,A\g € K Uensemble des valeurs propres distinctes de f
(resp. M ). Alors

f (resp. M) est diagonalisable <= dimEy, +...+dimE), >n
— dimFE), +...+dimE), =n

Démonstration :
On démontrera ceci dans le cadre de 'application f. Il ne reste que le premier =
a démontrer par rapport au carollaire précédent.

Comme f est diagonalisable, alors il existe une base B = (vy,...,v,) dans laquelle
la matrice M de f est diagonale. c’est-a-dire que chacun des éléments de la base



est un vecteur propre. Quitte a réorganiser les vecteurs, on peut supposer qu’on a

Uly vy UsyyUsgbly ey UsgyevesUsy qs---Un
———
vap A1 vap s vap Ag
ie. v,...,0s; € Bx;, Vsy41,---3Vsy € BNy Vsy 1,...0n € By,.
d’ou

Vect(vi,...,vs,) C Ex,, Vect(vs,11,...,0s,) C Ex,, Vect(vs, ,4+1,---,0s,) C E

Comme toute sous-famille d’'une base est une famille libre, on trouve
s1 <dimEy,, so—s1 <dim Ey,, Sd—1—58d—2 KdimEy, , n—sq_1 <dimFE),

d’ou

n=s1+(s2—s1)+...+(n—s4-1) <dimE), +... +dim E),

H.-3 Diagonalisabilité sur R ou C7?

? Exercice 2
'K/Iontrer que si M € M,,(R) admet une valeur propre complexe non réelle, alors elle
ne peut pas étre semblable & une matrice diagonale réelle.

Solution

Supposons que A € C — R soit une valeur propre de M. D’aprés une propriété précédente,
quelquesoit la matrice diagonale en question, I’ensemble des valeurs propres figurent toutes
sur la diagonale. L’une d’entre elle étant complexe, elle ne peut étre réelle.

Définition
Soit M € M, (R). On dit que M est diagonalisable sur R (resp. C) si M est diago-
nalisable et que toutes ses valeurs propres sont dans R (resp. C).

m Exemple 13

2 -1 1
La matrice M = | 2 —1 0] est diagonalisable sur C, mais pas sur R.
-1 1 0
2—A —1 1
M — \d = 2 —1-X 0
—1 1 —A
1—-A 0 1—A
~ 2 —1—-A 0
Li+Li+Ls 1 1 \
1—-A 0 0
O3+ Cg—C4 72] 7117 A : :2)\ Les valeurs propres sont donc
1-A 0 0
N 2 -2 —-1-2A
e 1 1-2A
1—-A 0 0
~ * —1-X2 0
Lo<Lo+(1+X)L3 % % 1
les valeurs qui annulent 1 — X\ et —1 — A2, autrement dit
Sp(M) = {1,i,—i}
Il y a trois valeurs propres distinctes et 'ordre de M est trois. Ainsi, M est diagonalisable
dans C, mais pas sur R!

Propriété 190

Soit M € M, (R). X est valeur propre de M (de vecteur propre X,) ssi X est valeur
propre (de vecteur propre X.)

Démonstration :
MX =)\X <+ MX=)X
e MX=2X

Or, comme M est réelle, on a M =M, dot M X =21 X O

f Remarque :

Cette propriété permet entre autres, si on a deux valeurs propres A, A, de ne calculer
qu’un seul espace propre. L’autre s’en déduit simplement par conjugaison.

Commentaires :
La diagonalisabilité va nous servir, par exemple, a calculer les puissances n®™ de

matrices. Il ne faut donc pas s’arréter & la diagonalisation dans R et ne pas hésiter
a se servir des valeurs propres complexes !



SI M n’est pas réelle, la propriété ne fonctionne pas.
1
0

Et avec diagonale 7; —i vecteurs propres
H.'4 Formule de changement de base

Contre exemple :

Exemple : Si M = < 1), alors Sp(M) = {1,i} et i n’est pas vap.

On note M € M,,(K). On suppose ici M diagonalisable. On note

v ... Up
* *
P = . . une matrice de vecteurs propres de M
ot * *
A O 0
D= 0 ' o la matrice de valeurs propres de M associée

: . .0

0o ... 0 X,

oll \; est la valeur propre associée a v;. Notons qu’ici, on ne suppose pas forcément que
les \; sont deuzx & deux distincts.

Alors on a

M = PDP~!

C’est en effet la formule de changement de base classique issue de

Mg = Mg/ (B) Mg Mg(B')
~—~— N Y
M P D p-1

ot B est la base en cours et B’ la base de vecteurs propres.

111 Applications : puissances nemes

Si M est diagonalisable, avec les notations de la partie précédente, on a M = PDP~1!,
Ainsi, si I'on souhaite calculer la puissance n®™e de M, on a

n fois

M" = (PDP~')(PDP~')...(PDP™') = PD"P~!

Or, D" est facile & calculer, puisque

A0 ... 0
D" = 0 :
: . .0
0o ... 0 A\

C’est cette stratégie que nous allons tenter d’utiliser dans la suite.

H='1 Suites récurrentes linéaires

On souhaite déterminer de maniére exacte ’expression de u,, sachant que

Untd = A0Un + A1Up+1 + .o + Gd—1Untd—1

m Exemple 14

Up4+3 = —Up4+2 — Up4+1 — Unp.

e Mise en forme du probléme sous forme de matrice :

Un 42
On pose U,, = | Un41 |, alors
Un,
Un+3 —Up42 — Un41 — Un -1 -1 -1 Un 42
Uny1= | tnye | = Up+2 =11 0 0 Up41
Un+1 Un+1 0 1 0 Unp
-1 -1 -1
ie.| Upy1 = AU,, onA=1[1 0 0 |.On en déduit que
0 1 0
U, =A"U,

Il est donc "trés utile" de pouvoir calculer A", ou au moins la derniére ligne de A™,
grace a laquelle on trouvera u,, en fonction de us, u1, ug, puisque

Un+-2 Uz
n

Un+1 = Un =A Uy

Un Uup

e Diagonalisation de A7

Les valeurs propres de A sont —i,7 et —1, avec

1 1 1
E;,=Vect | =2 |, FE_;=Vect 1 |, FE_1=Vect | —1
-1 —1 1
-1 0 O 1 1 1
Alors A=PDP'ouD=|0 ¢ 0 ]|etP=|-1 —i i
0 0 —2 1 -1 -1

o An

1
Le calcul de P~' donne P~' = > [1+4 2i —1-+4]. Ainsi,
1—2 —21 —1—1

A" = pprpt



Tout ce qui nous intéresse est la derniére ligne :

1 * * *
A" = = * * *
2(—1)" — 2Re(i"(1 +14)) 2Re(—2ii") 2(—1)" — 2Re(i"(~1 + 1))
i.e.
* *
A2n — 1 * %
2\ 0 14 (-1)m
*
A2n+1 _ 1 *
2\ - (cmt -1 o1 (m1)n
Ainsi,
1
uzn = 5 (1= (=D)™)ug + (1 + (=1)™)up) Vn eN
1
Un+1 = 5 ((—1 — (—1)"+1)u2 + 2(—1)"u1 + (—1 — (—1)n+1)U0) Vn eN

113-2 Sauts aléatoires par un exemple

On suppose qu’une puce se déplace aléatoirement sur les sommets d’un triangle ABC. A
chaque saut, les probabilités sont les suivantes :

e Si la puce est sur A :

la probabilité de rester sur A sur est de 1/2
la probabilité d’aller sur B est de 1/4

la probabilité d’aller sur C' est de 1/4

e Si la puce est sur B :

la probabilité d’aller sur A sur est de 1/3
la probabilité de rester sur B est de 1/3
la probabilité d’aller sur C' est de 1/3

e Si la puce est sur C :

la probabilité d’aller sur A sur est de 1/2
la probabilité d’aller sur B est de 1/2

la probabilité de rester sur C' est de 0

Si on note ay,, (resp.by, ¢,) les probalilités de se trouve sur le point A (resp. B, () juste
aprés avoir effectué le n®° saut, on souhaite calculer ces valeurs en fonction de aqg, by, cg.

Si on note M, le point sur lequel on est juste aprés le n®™e saut

Ap4+1 = PMn:A(Mn+1 = A)an + PMn:B(Mn-&-l = A)bn + PMW:C(Mn-&-l = A)Cn
bn+1 - PMn:A(MnJrl = B)an + PMn:B(Mn+1 = B)bn + PMn:C(MnJrl = B)Cn
Cnt1 = Pup=a(Myy1 = C)ay, + Pr,=(Mpq1 = C)bp + Par,—c (M1 = C)ecy

Ce qui peut s’exprimer sous forme matricielle

Un+1 = HnUn7
an Prp=a(Mp1 = A)  Pr—=p(Mp1 = A)  Pr—c(Mpi1 = A)
ol Un = bn et Hn = P]\/[n:A(Mn—i-l = B) PMn:B(Mn+1 = B) PM,L:C(Mn—i-l = B)
Cn Prp—a(Mpi1 =C) Pr—(Mypy1 =C) Pyp—c(Mpi1 =C)

ce qui, avec les valeurs de 1’énoncé ici, donne

1/2 1/3 1/2
H,=|1/4 1/3 1/2 vneN
1/4 1/3 0

H,, étant constante en fonction de n, on note H = H,, pour tout n € N et on obtient
U, =H"Uy

Il reste & calculer H™ en essayant de diagonaliser !

o Diagonalisation de H : (exercice)

les valeurs propres sont

L (VT ), (V- 1)

et des vecteurs propres associés sont

4 2 2
3 ’ 1+\/? ’ 17\/?
2 . V7-3

Il y a trois valeurs propres pour une matrice d’ordre 3. Elle est diagonalisable, avec

H" = PD"P~!
ou
4 2 2
P=13 1+V7 1-7
2 -3-V7 V7-3
on a
4 4
1
-1 _ _ 11 16 _ 2
Pl= -k -4 2 -4
5+iL 184 2 _4
VA V7



Alors

16 + 10\, + ?un 16 — 8\, %un 16 — 8\, +

1 {,Un
H'=— | 12—-6)\, {Nn 12 + 12X, +6[un 12 — 6\, +{un
8 — 4\, —|—fun 8—4)\n+f,un 8 + 14\, flin

\ 1+v7)  (vi-1)" Vi—1\" [ 1evTY”
o (5 (5 (55 (259

Conclusion :

Connaissant H™, on peut déterminer les probabilités d’étre sur n’importe quel point a
Iinstant n. Par exemple, si la puce part du point A, alors on a

1
U= 1[0
0
On a
. 16 + 10\, +f’/% pn 16 —8X, %un 16—8&#%% 1
8 — 4\, +ﬁun 8 — 4\, +%un 8+14)\n7747un 0
. 16 + 10\, +ﬁun 8+ 5\, +{un
8_4/\n+ \T7'u" 4— 2)\n+ f,uln

Ou autrement dit, si la puce part de A, la probabilité aprés le n®™e saut d’étre
en 4 S () + () e () - (9))
en | estde | 3 ((-25) + (47) ) - 3% () - (-))
wo| [ a-h (s () (O - ()







Notation :
THEOREMES LIMITES ﬁ Dans tout le chapitre, sauf précision, le terme variable aléatoire désignera une va-
riable aléatoire réelle finie, ou discréte, ou a densité. De plus les suites de variables
aléatoires (X,,) seront systématiquement construites sur un méme espace probabi-
lisé. La notation Fr désignera la fonction de répartition de la variable aléatoire T et

Commentaires : de méme, la notation fr désignera la densité de T si celle-ci existe.
Globalement, en statistiques, on peut chercher a faire plusieurs types de choses :

1. un résumé des phénoménes observés (moyenne d’un échantillon, mé-
diane, etc...) Ce sont les statistiques dites "descriptives” ;

1 Loi faible des grands nombres et approximation
de la moyenne, d'une probabilité et de la variance

2. Utiliser la théorie pour prévoir les observations (fréquence d’un évé-
nement, moyenne d’un échantillon, etc...). C’est ce qu’on a fait par exemple
dans les chapitres précédents de probabilités ;

3. Se servir des observations pour estimer les données théoriques (pro- I-1 Problématique et vocabulaire sur un exem pIe :
babilité, moyenne, etc...). Ce sont les statistiques dites "inférentielles”; O

4. Utiliser les observations pour élaborer des modéles théoriques et

"prédire ’avenir!". Ce sont les statistiques dites "prédictives”. m Exemple 1

On s’intéresse a une piéce déséquilibrée et on se demande quelle est la probabilité

(1) : Le principe des statistiques descriptives est, comme son nom Uindique, de "dé- d’obtenir Pile.

crire” les phénomeénes constatés sur l’ensemble de la population en les résumant
avec différents outils potentiels de description (mode, moyenne, écart-type, médiane, L’instinct nous dit que si on lance un grand nombre n de fois la piéce, la proportion
quantiles, etc...) On appelle ceci généralement des résultats "empiriques”, c’est-a- observée de "Piles" sur une suite de lancers devrait étre assez proche de la probabilité

dire ceux qui sont réellement obtenus en collectant les données sur la population. théorique qui serait ici 5. Observons des résultats obtenus sur des simulations graphi-
quement grace a Python :
(2) : Le principe des probabilités de maniére générale est d’établir un comportement

typlq’ue pa?”tant de données théoriques, Elles pe'l‘mettent ent?”e aut’[‘e de : 10 Proportions successives de piles dans 100 lancers 10 Proportions successives de piles dans 100 lancers
)3 . P —— proportion de piles —— proportion de piles
- prevoiwr un comportement geneml o8 --- probabilité d'avoir pile 08 -—- probabilité d'avoir pile

- prévoir les résultats empiriques que l’on est censé obtenir
- d’évaluer dans une certaine mesure l’écart & ce comportement. (On étudiera dans

ce chapitre divers résultats dans ce sens.) o4 W/\/ 04
0.2 0.2

(8) : L’étude des probabilités nous permet de plus d’étudier des comportements dits

0.6 0.6

"limites", qui se produisent lors d’un grand nombre de répétitions d’une méme ex- g . I T %03 20 © e s 100
périence. Les outils et attentes sont multiples, mais dans le cadre des statistiques

inférentielles, nous étudierons par exemple dans ce chapitre une approche des "tests La graphique de gauche nous confirme l'instinct. Néanmoins, le graphique de droite
de conformité”, qui permettent dans certains cas, de prévoir si un échantillon a une semble ne pas corroborer cette affirmation, étant donné que les proportions semblent

. . . . sneore relativement "loin" de la probabilité 1!
chance de faire partie d’une population donnée. encore r(.,l(ll,u(,m(,nl loin" de la A})I()hdblhl(, 5! .
Néanmoins, on peut observer qu’en augmentant le nombre de tentatives, le phénomeéne

(4) : Dés lors, en revanche, que l'on souhaite faire des prévisions sur les réalisations fini inexorablement par se produire :
futures de la variable, il faut aller un peu plus loin dans lanalyse. En effet, on a
généralement a faire o des quantités dont on ne connait pas les caractéristiques théo- 1.0Proportions successives de piles dans 1000 lancers
riques (espérance, variance, ou loi). Or, ce sont des informations capitales si on veut el - brovaniieé davalr ple
pouvoir établir des tendances et faire des prévisions avec plus ou moins de précision.
C’est la que les statistiques prédictives prennent le relais, mais mis & part des cas *] '[\w'M
d’études trés simples et relativement naifs, ceci ne fait pas partie du champs d’étude 041
de notre chapitre. 021

0.0

0 200 400 600 800 1000

nh lancarc




Il nous reste donc & démontrer tout ceci. De plus, la suite du chapitre nous permettra de
caractériser le caractére plus ou moins "proche", en fonction du nombre de tentatives!

Mettons en place un peu de vocabulaire afin de simplifier les énoncés qui vont suivre :

Définition

Si X est une variable aléatoire, on appelle n-échantillon de X une n-liste
(X1,...,Xp) de variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi
que X.

m Exemple 2
Soit X le résultat d’un lancer de dés. Si on fait n lancers et qu’on note Xi,..., X,
les résultats des n lancers successifs, (Xi,...,X,) est un n-échantillon de X. Un
résultat de ce n-échantillon avec n = 5 pourrait donc étre (1,6,4,2,4).
Ce résultat désigne le fait que le premier lancer donne 1, le deuxiéme lancer donne 6, etc. . .

Dans la suite, si X est une variable aléatoire, on posera donc (Xi,...,X,) un n-
échantillon de X .

Commentaires :

Afin de prouver nos dires sur ’ezemple 1, il nous faut tout d’abord transformer un
calcul de proportion en un calcul de moyenne. L’exemple ci-dessous nous montre
comment :

m Exemple 3
Soit X la variable de Bernoulli donnant le nombre de succés "obtenir Pile" dans un
seul lancer d’une piéce non nécessairement équilibrée :

¥ — {1 si on obtient Pile

0 sinon

1
, avec X — B <2>

Alors, dans une série de n lancers, si on note X; la valeur de X obtenue pour le 7°me
lancer, le nombre total de Piles correspond & X7 +...4 X, et la proportion de Piles

dans I’échantillon est
Xi+...+X,

n

Par exemple, si n = 5, voici un exemple de n-échantillon possible :
(0, 1,0, 0, 1 )désigne FPFFFP
N R N S
X1 Xg X3 X4 X5

Ici, le nombre de Piles obtenus est X; + ... + X,, = 2 et % = n est la
proportion de Piles obtenus.

De plus, E[X] = P("obtenir un Pile"). On la note

Ainsi, justifier la véracité de 'intuition de I’exemple 1 reviendrait donc & démontrer

I'approximation suivante :

Xi4..+X
n

E[X] :g

N—— n
i.e. P("obtenir un Pile")

3 proportion de Piles
(valeur théorique) (valeur effective)

Commentaires :
On différencie ainsi les parametres théoriques (que l'on cherche souvent a détermi-
ner) et les résultats empiriques observés. On distinguera donc en particulier :

Xi4+..+X,

e la moyenne théorique E[X] et la moyenne empirique notée X, = =

n
e la variance théorique V(X) et la variance empirique S2 = £ 3 ((X; — X,,)?).
i=1

e la loi et Uhistogramme d’un n-échantillon (point et explications sur lequels nous
reviendrons plus tard)

En Python :

A partir d’une liste de données du nom de Donnees, pour obtenir les caractéristiques de
base d’un échantillon avec Python, les commandes issues de la bilbiothéque numpy sont
les suivantes :

# moyenne empirique X,
np.mean (Donnees)

# variance empirique S2
np.var (Donnees)

On peut également obtenir les médianes, quartiles, etc...avec d’autres commandes.

I-2 Inégalités
y g

Cette partie va permettre de mettre en place les résultats préliminaires permettant la
conjecture avancée dans la partie précédente. (Re)-voyons un premier résultat général
permettant de décrire le comportement théorique d’une variable :

Lemme 191 (Inégalité de Markov)

Si X est une variable aléatoire réelle positive admettant une espérance, alors elle
vérifie l’inégalité
Ya >0

f Remarque :

Ce résultat confirme en particulier que la probabilité que X prenne des valeurs trés
grandes est forcément petite. (Ceci est d’ailleurs trivial sur les variables finies...)



Démonstration : Commentaires :

e Cas d’une variable discréte : On note Supp(X) = {x; | i € N} les valeurs de X. On constate que plus € est grand ou plus la variance est petite, plus la probabilité
(Toutes positives par hypothése.) Alors, devient faible. Autrement dit, ceci confirme notre éventuelle intuition que X ne peut
s’eloigner de maniére trop importante de son espérance qu’avec une probabilité faible.
+o00 +oo +oo . P . N . PR . .
EX) = S aP(X=z)=3 @:P(X =2)+ > 2:P(X = ;) Cette megalftte servira par exemple a demontrer le théoreme de la loi faible des grands
i= S —— 5 nombres qui suit dans le paragraphe suivant.
z;<a 20 T;=a
+o0 +oo _ . . . . .
> 8 4 P(X=2)>aY P(X=2)=aP(X >a) I-3 | oi faible : approximation de la moyenne
i=0 ~~~ =0 O
zi>a >q ciza
P(X>a) Commentaires :

Le théoréme qui suit est fondamental en statistiques (méme s’il n’est pas le seul!) Il
permet de commencer & prouver que l’intuition est bien suivie d’un résultat théorique
avéré : le fait qu’une moyenne empirique se rapproche de la moyenne théorique et

e Cas d’une variable & densité : On note f une densité de X. Notons que, comme
X est positive, on peut supposer que f est nulle sur | — oo; 0].

Lo Too en conséquence, que la proportion se rapproche en effet inexorablement du parameétre
E(X) = / rf(x)dr = / rf(x)dx (X >0) théorique (exemple 1)
e M
N ,/0 \Ii(,l_z dot /a \://f () do Théoréme 193 (Loi faible des grands nombres)
>0 Za
rtoo Foo Soit (X1,...,X,) un n-échantillon d’une variable aléatoire X d’espérance pn admet-
> [ ef@di=a [ j@dszaPxXza) it irints
JO Ja ’
— — Xi+...+X
O P(X>a) Alors la moyenne empirique X, = % vérifie
lim P(|X, — 1 |>e):O Ve >0
n—-+oo ~—~
Passons maintenant a l’écart & la moyenne. On peut la majorer grice & une formule x| —E(E)
simple :
Théoréme 192 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Démonstration :
Si X est une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2, alors elle vérifie C’est une application du théoréme de Bienaymé-Tchebychev. On note
l’inégalité S O V(X) e Sn=X1+...+X,.
— € €
TS e Par linéarité de F, on a E(S,) = nu, d’ou
E(X,) = u.
Démonstration :

Comme les variables sont non corrélées, on a également

On pose Y = | X — E(X)|2. Y est une variable aléatoire positive. V(S,) = V(X1) + ...+ V(Xn) = 02,

Comme X admet un moment d’ordre 2, alors E(|X — E(X)

2) existe (c’est la

variance de X) et donc, d’aprés U'inégalité de la proposition précédente, on a don V(X)) = V ﬁ _ lg?
5 n n
P(|X — h(x)‘Z > 62) < E(X - B(X)| Ve > 0 D’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev, on a
= ~ 2
€ 2
— o
P(|Xn —pl 2 €) < —
V(X n
ie P(|I X —E(X)| >¢) < <2 ) Ve >0 ne?

O € Le passage a la limite achéve la démonstration. [




Commentaires :

La loi faible des grands nombres signifie qu’en quelque sorte, X, converge vers son
espérance, d’ou,

pour n grand, X, ~ E[X]

On note de plus dans la démonstration que

E[X,] = u = E[X]

et on peut montrer que (exercice)

V(X — ) —— 0

n—-+oo

ce qui confirme que pour n grand, X, s’éloigne trés peu de fi.

I'.4 Application : approximation des probabilités

La loi faible vaut en particulier pour des variables X qui suivent une loi de Bernoulli.

Dans ce cas, on rappelle que

Si X — B(p), alors u =E[X]=p

Ainsi, le théoréme de la loi faible se traduit comme ci-dessous :

Théoréme 194 (de Bernoulli)

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une méme
. . , — Xi+...+X
loi de Bernoulli B(p). Alors, si on pose X,, = ¥, on a
n
lim P(|Xn—p| >e) =0 Ve>0
n—-+oo

Démonstration :
C’est exactement la loi faible appliquée aux variables de Bernoulli.
En effet, avec les notations de la loi faible, on a p = E[X]| = p. O

f Remarque :

Traduit en “variable binomiale”, cela donne :

Si (Sn)nen+ est une suite de variable suivant respectivement une loi binomiale
B(n,p), alors
lim P(

n—-4oo n

Sn
—p‘}e):O Ve >0

Commentaires :
Cet exemple justifie en particulier le fait suivant :

Si X < B(p), alors X,, ~ p pour n grand.

i.e. : si on répéte un grand nombre de fois une éprewve de Bernoulli B(p),

la fréquence du nombre de succés se rapproche fatalement de la probabilité de succés p.

(cf exemple sur les n lancers de piéce déséquilibrée du début du chapitre.) La théorie
confirme donc encore une fois lintuition.

I-.5 Application : approximation de la variance

n P—
On s’intéresse a la variance empirique S2 = % > (X; — X,,)? d’un échantillon dont on ne
i=1
connait pas la variance théorique. On aimerait justifier que

S2 est une approximation de o2.

Nous allons justifier ce résultat en 2 étapes.

La loi faible donne directement le résultat suivant :

Propriété 195

Si X est une variable admettant un moment d’ordre 4, alors, pour Y = (X — )2,
on a o
lim P(|Va-0>€)=0 Ve>0

n—-+00

d’ot, pour n grand :

S (X P = V().

f Remarque :

On observe d’ailleurs la relation (vraie dés que X admet un moment d’ordre 2) :

E

%Z(Xi - M)Q] =0’ =V(X)

il suffit, pour le prouver, d’appliquer la linéarité de l’espérance a la somme pour
l’obtenir, en sachant que V(X) = E[(X — E[X])?].




Commentaires :

Sachant que d’aprés la loi faible, on a pour n grand : pu ~ X,, si on admet que
Uon peut faire les deux approrimations successives (attention, la somme a un grand
nombre de termes, on pourrait donc peut étre avoir beaucoup de perte de précision
avec cette approximation. ..), on pourrailt dire que

02 ~Y, ~ 52

ainst

i=1

Néanmoins, contrairement & ce qui se passe pour i = E[X,,], on a E[S?] # 0. En

effet :

Propriété 196

Sous réserve d’existence (X admettant au moins un moment d’ordre 4), on a

E[S2] = (”; 1) o2

Démonstration :

E[S?] = E

n

1 & —

E Z<Xf R ‘Xn)_)]

l n B -

. Z(X,» — ) (X, — )

i=1

i=1 , T =1

=02 6 o ,

1 | 8
= —n-c°+—-n-— — 20
n n n
Or,
_ l n S l n l
a = E|(Xp—pw) =) (Xi—w || =E|[(X,—pn) fZX, — - nu
(et n -

Ainsi, en réinjectant dans la somme plus haut, on obtient :

E[S%] = o?- o _ n=1,2
n n

O

Commentaires :
De la propriété précédente, on tire également

E[S%] — o2
n—-+oo

De plus, on peut montrer (exercice), que V(S% — o?) —+> 0
n—-+oo

Ainsi, sin est grand, la variable S? ne varie que trés peu autour de o2, i.e.

sin est grand, S ~ o?

f Remarque :

Du résultat précédent, on tire également une autre valeur approchée de o2 :
1 —

2 _ Z 2

n—1"" n-1 (X = X0)%)

i=1

n

~
S =

C’est ce qu’on appelle la "variance corrigée”.

Pour information, votre calculatrice vous propose généralement de calculer soit

Pécart-type, soit Pécart-type corrigé (souvent notés resp. o et 7). Remarquez que la

variance corrigée est plus grande que la variance car =5 > 1, alors S2 = %Sﬁ >
2

Se.

Nous avons vu dans cette partie comment approcher quelques parameétres élémentaires
(probabilité, espérance, variance) si on est assuré d’avoir un échantillon de grande taille
de notre variable. Nous allons maintenant aborder des résultats plus précis concernant non
seulement certains parameétres, mais plus généralement la loi des "variables limites”.

11 Convergence en loi et variables & supports en-
tiers

Dans cette partie, on va mettre en place des stratégies pour savoir dans quelle mesure
deuz variables X, Y "ont des lois approximativement identiques.”

Dans le cadre des variables discrétes, on pourrait estimer que les lois sont approrimati-
vement identiques (on note L(X) ~ L(Y)) si

Supp(X) = Supp(Y) et P(X=k)~P(Y =k) Vke Supp(X) = Supp(Y)

Mais qu’en est-il par exemple, si X suit une loi uniforme sur [1,6] et Y suit elle aussi
une loi uniforme, mais sur {1 —107%,...,6 — 1074} (valeurs ewtrémement proches). On
a plutot

=P(Y =Fk) Vke[L,6] et k' ~k



La aussi on aurait envie de dire que L(X) ~ L(Y) non ? m Exemple 4

On considére (X,,) la suite de v.a. telle que X, — u[o;1+$]~
Qu’en est-il de plus dans le cadre des variables a densité 2 On peut se placer du point de r "
vu de Uhistogramme de la loi et penser que deux lois de variables sont proches ssi leurs Alors (Xp) = X <= Uy
histogrammes le sont, ce qui, en terme de densité, signifierait D

Version graphique :

fx(@)~ fy(z) VzeR

Pour conclure, le dénominateur commun a ces toutes ces approches consiste surtout &

ou Fj; est la fonction de répartition de X;.
penser que les lois deux variables sont proches si

Pla<X <b)~Pla<Y <b) Va,beR (a<b)
0 sizx <O
i.e. pour synthétiser : Version calculatoire : On a F,(z) = rosi0<e <1+

3=

1 si ;(:Z'IJr%

Fx(z)~ Fy(z) VzeR

Ainsi, a x fixé, on a :

* Six <0,

. L, Fo,(x)=0 't donc  1i Fo(x) =0
H.-l Convergence en loi : cas général (@) et donc lim Fu(2)

*S10<z<1l,alors 0 <x <1+ % VYn € N donc Fn(x) =

1:! et donc
Généralement, on a besoin d’approcher une loi par une autre si les données de 'une sont . 1{!}1x Fo(z) =x

plus compliquées ou longues a calculer que 'autre. Par exemple, si une variable est le ré-

sultat d’un grand nombre n de répétitions d’une méme expérience. On aura envie de dire
que "plus n est grand, plus la loi se rapproche d’une autre”. Ceci se traduit par exemple Fo(z)=1 puis lim F,(z)=1

. o Ve
par la notion de "convergence en loi" ci-dessous : neee

v 1
* Si x> 1, alors, pour n assez grand, on a 1 + -~ < z et donc

A(E ot Probléme des points de discontinuité de Fy sur un exemple
Définition
Soit (Y;)ien une suite de variables aléatoires de fonctions de répartition respectives

Fy,, Vi € N. On dit que (Y,,) converge en loi vers Y et on note Y, Ly s m Exemple 5

On considére (X,,) la suite de v.a. telle que X, suit une loi uniforme sur [1;1+ L],
lim Fy, (u) = Fy(u) VYu € R ot Fy est continue en u. Alors (X,,) converge en loi vers la variable X constante égale a 1 p.s.
n—-+oo "
Version graphique : "
2
Ceci traduit en particulier que pour n grand, on a pour tout u : r v
!
1
P(Yn < u) = P(Y < u) :/ ~ F ou Fj; est la fonction de répartition de X;.
! 1
et donc que, pour tout a,b € R (a <) : i
Pla<Y, <b)~Pla<Y <b) 0 six <1
Version calculatoire : On a F,,(z) =< 23t sil<z<1+1%
i.e. on peut approcher les probabilités concernant Y, par celles concernant Y avec un n 1 siz>1+

suffisamment grand.




Ainsi, a x fixé, on a :
*Six <1,
Fno(zx) =0 etdonc lim F,(z)=0

n—+4oo
* Six > 1, alors, pour n assez grand, on a 1 + % < z et donc

Pwn (EL) =1 puis hlil }'ﬂn(l') =1

n—+oo

% Si ¢ = 1, on remarque que
F,(x)=0 VneN"

alors
0 siz<1
1 six>1

n—-+oo

lim Fy(x) = {

mais la fonction ainsi définie n’est pas une fonction de répartition. (Non continue a
droite.)
Fort heureusement, ce n’est pas un probléme, puisqu’on a a quand méme

lim F,(x)=F(z) Yx#1

n—-+oo

# Notation :

On notera également que pour n grand, si Y, converge en loi vers Y, alors Y, suit
"a peu prés" la loi de Y. On notera ce dernier point dans le cours Y, — L(Y).

H.-2 Convergence en loi : cas des supports dans N

Dans le cas des variables discrétes, plus précisément a valeurs entiéres, la problématique
de la fonction de répartition peut étre simplifiée :

I1.2-a) En général

Proposition 197

Avec les notations de la définition, si Supp(Y;) C N Vi € N et Supp(Y) C N, alors
Y. Ly ssi
P(Y,=k) —— P(Y =k) VkeN

n—-+o0o

Démonstration :

° Supposons qu'il y ait convergence en loi.

Comme les supports de Y,, et Y sont entiers, on a :

1 1
P(Y,, = ]{) = Fyn (]i + 2) - Fyn (k — 2)

Or, comme Y est & support entier, Fy est continue en (A + %) et (k — %) Ainsi
n—-+o0o

P(Y, =k) —— Fy (k‘+;>Fy (k;)P(Y/f)

° Supposons que les différentes probabilités convergent.

Soit x € R — N. Alors

Fy (zr) = PY,<z)=P(Y, <|z]) car Supp(Y,)CN
L=] L=]
= Y P(Y,=k) —— > P(Y =k)
n——+o0
k=0 k=0

= Fy(|lz])=Fy(z) car Supp(Y)CN

Ainsi, (Y},) converge en loi vers Y. [

11.2-b) Approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson

Théoréme 198

Si (Xn)nen+ est une suite de variables aléatoires suivant respectivement une loi

A . ) . .
B(n,— |, avec A > 0, alors elle converge en loi vers une variable suivant la loi de
n

Poisson P(X), i.e. A
lim P(X,=k)=e?*>  VkeN
n——+oo k!

Démonstration :
Soit k € N fixé, n > k et A €]0; +o0[. On a

n—k B n é k | & n—=k
n Ckl(n—k) \n n

_X w1 AT
k! (n—k)nk n

P(X, =k)

I
> 7N
x> 3
~_~
7N

S| >
~__
7N

=

|

[ >

An B,
Or, A”:n(nfl)...lgnkarl):anl“.nkarl .
n n n n n—+4o00
n—k k fois
et B,=(1- /\> — (n=k)In(1-3%)
n
A A
Orﬁ (n — k) In (1 — ) ~ _(n _ k), ~ -
n n—+oo n n——+oo ,
A C
D’ou B,, — ¢~ puis la limite annoncée : lim P(X,=k)= Z e A [
n—-+o0o n——+o0o k/l




Commentaires :
Généralement les lois binomiales se présentent sous la forme B(n,p) et non B (n, 7—);) Soluts
Dans les notations du théoréme, si n est grand, on aurait donc % = p tres petit. Le onton
théoreme dit donc que si n est grand, B(n,p) se rapproche de P(\) avec A = np.
(D’ow : On appelle quelquefois la loi de Poisson la "loi des événements rares”.)

1. On se donne 'univers des possibilités équiprobables de tirages constitué des poignées
de n éléments parmi les N de 'urne. Ainsi, il y a (]Z) tirages possibles au total. L’événe-

ment (Yn = k) signifie qu’on a tiré une poignée avec k boules rouges : (]f,) possibilités
En pratique, on estime que, dés que n > 30 et p < 0,1, on peut approcher la loi et en paralléle N — k boules vertes : (z :Z), d’ou la probabilité annoncée.
binomiale B(n, p) par la loi de Poisson P(np).

2. Si N — 400, avec une propotion p de boules vertes constantes, on a nécessaire-
ment V' — +o0o et dépasse nécessairement n au bout d’un certain temps. On peut donc

- Exemple 6 - supposer étre dans ce cas de figure. Dans ce cas, d’apres 1) :
On considére une variable aléatoire X suivant une loi B(50;0,05). On souhaite cal- Py k) — 1% (N -V)! nl(N —n)!
culer P(X = 3). NEM T RV R (n—k)I(N—-V—(n—k)! NI

o B n! 1% (N-V) (N —n)

S MR VR N-V_(n—F) M (en réorganisant les termes)

e Calcul exact :

P(X =3) = (2 )(0,09)°(0,05)"7 = 2218 0, 05)°(0,95)"" = 0,2199 o -
= < = , Ud y JO = , Uo y JO ~ U, Je

3 ' ' 3x2 ' ' B n\VV-1)...(V-k+1) (N-V)N-V-1)...(N=-V —(n—k)+1)

- \k N(N—-1)...(N—n+1)
e Calcul approché : On a
n=50>30etp<0,l1. termes
On peut donc approcher B(50; p) par la loi P(np) = P(2,5) Le nombre de termes k, k et n étant constants, on obtient : . L
D’ou
95 2,5% n\VHN -V)"k n\VHN -V)" Tk n 1% N-V
P(X =3)~e 2% 2 ~ (0,214 P(Yn =k ~ —_— = —_—— Y = —
( J=e s (Yn = k) (k) N k) NFkNn-k k)| N N

A . T T e A Fard i ale ot e i1 ccn e 5\3(0). 95)47 . ) e
Intérét 1.. ()Tl élimine des (‘(11( uls (1(, fd‘(.,ton(,ls et de puissances (_0’ 05)°(0,9 ,))g pouvant 3. Comme le terme (Z)pk(l o p)nfk est constant par rapport a N, Sn’a bien 1-p
donner lieu a des erreurs d’approximation : (Par exemple, en disant "(0,05)° ~ 0, donc
P(X =3)~0"...ce qui est donc fauz ici.) "

Gl P(Yn = k) = <k>pk(1 —-p)" " Vk<n
Intérét 2 : Par ordinateur, on gagne de la vitesse en éliminant un grand nombre de NpeN
multiplications, (néanmoins au profit d’un calcul d’exponentiel) )
ce qui est la convergence en loi annoncée.
L
? Exercice 1
Supposons donnée une urne contenant deux variétés de boules (rouges et vertes) en Commentaires -
quantité totale N. On note V' le nombre de boules vertes. On y fait un tirage d’un Que se passe-t-il dans les autres cas ? Et bien il existe des résultats sur les variables
nombre n < N de boules et on veut compter Yy le nombre de boules vertes. de type X, extrément utiles. Ils s’intégrent dans un théoréme s’intitulant "théoréme
1. Montrer que (V) ( N_V) de la limite centrée” ou encore "th. central limite" que ’on retrouve dans notre pro-
’ s . .
P(Yy=k) = RIAn=k/) g gramme sous deux formes que l’on découvrira ci-dessous.

N
(n)
2. Montrer que si N — +o00, & proportion p = % de boules vertes constante,
n
P(Yn=k) ~ F1—-p)"F VE <
(Yn )N%OO(,C)p( p) n

3. En déduire que Yy converge en loi vers une loi binomiale B(n, p).
Interprétation : un tirage sans remise se rapproche d’un tirage avec remise dans une
trés grande urne.




111 Théoréme central limite : deux formes

HI-1 G on connait o2

III.1-a) Le théoréme; premiére forme

Rappelons la définition suivante :

Définition
Soit Y une variable aléatoire réelle admettant une variance non nulle. Alors, lorsque
I’on note Y —
p=EY), o2=V() e Y*=-_F
o
on appelle Y* la variable centrée réduite associée a Y. (car E(Y) =0et V(Y) =1).

Commentaires :
Le théoréme ci-dessous va €établir de quelle maniére on pourra supposer que la loi de

X, * peut étre remplacée par la loi N(0;1), quelquesoit la variable X de départ!! Ce
résultat est donc extrément puissant. ..

Théoréme 199 central limite (ou de la limite centrée) ; premiére forme

Soit (X1, ..., Xn) unn-échantillon d’une variable aléatoire X de variance non nulle.
On note L
p=EX), 2=V(X), Xttt 3. =

n ¢ A =

X, * converge en loi vers Y — N(0,1)

on obtient que

i.e. pour tout a,b € R avec a < b,

N 1 b 2
1 * < = =t /2 =5 -
Jim Pa <X, " <b) \/E/a e /2 dt = ¢(b) — ¢(a)

ot ¢ est la fonction de répartition associée a la loi N'(0;1).

Démonstration :

admise [J

Remarque :

On rappelle que X,, * =

V%] = Y vViX=

ie. :

VneN, |E[X,"]=0, e V(X,")=1

*

Il est donc cohérent que la loi de la variable X,, * s’approche d’une loi d’espérance

0 et de variance 1

Remarque :
Le TCL ayant comme conséquence le fait que pour n grand,

L(X, ") ~N(0,1),

par les propriétés des lois normales, on pourrait dire également que

2
£0G) =N (1 %)
ou encore L (Xn: Xk) ~ N (np,no?)
=1

mais ATTENTION, on ne dit certainement pas que chacun des X,, suit approxi-
mativement une loi normale. ¢a peut en effet étre complétement faux. . .

m Exemple 7
On choisit 500 fois au hasard un nombre compris entre 0 et 1. Quelle est la probabilité

approximative que la somme de ces nombres soit comprise entre 240 (strictement)
et 2607

On introduit les variables aléatoires X; correspondant au nombre obtenu au 7°™¢ choix.
Alors, (X1,..., X500) est un 500-échantillon de X < U([0;1])
En posant -

I = X1+ ...+ Xs00,

la question revient & chercher 1)(240 <T, < 26()).

Résolution exacte?
Ne connaissant pas la loi de T},, on pourrait peut étre la calculer, mais ceci signifie qu’il

faudrait appliquer la formule de convolution 499 fois. Qui se lance ...7



Résolution approchée : (a I'aide du TCL) Posons

p=FEX1)=1/2 et o= !

12
on a alors, Tufn— < N(0,1) d’ou
o/\/n
P40 < T, <260) = p(20n=—n Tu/n—p 260/n—p
"o B a/v/n o/vn = o/yn

P( 240/500 — 0,5 - To/n—p _ 260/500 — 0,5 )
1/4/500 x 12 a/v/n  1/,/500 x 12
S——— S——

a~—1,55 B~1,55

D’aprés le TCL, on peut donc estimer que

P(240 < T,, <260) ~ ¢(1,55) — ¢(—1,55) = 26(1,55) — 1 ~ 0.879

II1.1-b) Appl.1 : approximation d’une loi binomiale par une loi normale

Commentaires :

Voyons le cas particulier de X qui suit une lot de Bernoulli de paramétre p, ot on
sait alors que T, = X1 + ... + X, suit une loi binomiale B(n,p)

Théoréme 200 de Moivre-Laplace

Soit (T),)nen+ une suite de variables aléatoires qui suivent respectivement une loi
B(n,p), ou p €]0;1[. Alors,

T: 5 Y < N(0,1)
i.e., pour tous les a,b € R ot a < b, on a
T, —np _ _i2
P(a << b) —— 9(b) — ¢(a) = e T dt
T*

n

Démonstration :

C’est tout simplement la traduction du théoréme central limite a une suite de va-

riables de Bernoulli. En effet, on pose (X7, ..., X,,) un n-échantiloon d’une variable

X < B(p), de manicre a ce que T,, = X7 + ...+ X,,. Alors, d’aprés le TCL, on

Pla< X <b) —— ®(b) — P(a)

n——+oo

Or X* T./n—p T,—np T, —np
T = = =
h o/v/n vno np(l —p)

Commentaires :
loi N(0;1) sin est "grand". Or,

T, =ovn-Tf +nu, avec o® =p(1—p)

En traduisant ce théoréme, ceci signifie que la loi de T} peut étre approchée par une

Donc la loi de T, (i.e. B(n,p) peut étre approchée par la loi N( np ; no?)
~

E[T,] VITn]

Dans la pratique, on estime que I'on peut approcher la loi de T}* par la loi N'(0,1) ou
B(n, p) par la loi N'(np,np(1 — p)) dés que n > 30, np > 5 et n(1 — p) > 5.

m Exemple 8

le nombre de 3 soit compris entre 20 et 30 (au sens large).

Ty ~ B(n,p), ou p=1/6.

On an > 30, np =100/6 (~17) = 5 et n(1 —p) = 100 X 5/6 (~83) = 5.

approchée par N (np,np(1 — p)). Or :

P(20 < T, < 30) P(19 < T,, < 30)

np(l —p)

considérée comme suivant par la loi normale centrée réduite A(0;1). Dot

O _ 1 o
P20 < T, <30) = P( Womp e 30-mp >

Jl—p " S Vel -9

19 — 100/6 . _ 30 -100/6

I e P < n X I
/100 x 5/36 /100 x 5/36
—_———— —_————

a~0,626 B~3,578
( ~ Pla<Z<pB) ouZ~N(0;1)

Ainsi, d’aprés les tables de la loi normale (ou avec votre calculatrice)

Pla<T, <B)~d¢B)— d(a) ~

Si votre calculatrice le permet, vous pouvez donc dés a présent faire ce calcul.

. . . T, —np
passe a la loi normake centrée réduite en constatant que 7, _—

On lance un dé équilibré 100 fois. On souhaite approximer la probabilité pour que

On note T3, la variable aléatoire donnant le nombre de 3 dans la série de lancés. Alors

D’aprés le théoréme de Moivre-Laplace (ou d’aprés le TCL), la loi de T, peut étre

Sinon, on

peut étre

~ ¢(3,578) — $(0,626) ~ 0,9998 — 0, 7357 ~ 0, 2651

On peut également formuler ceci legérement différemment a U'aide cette fois ci des pro-

portions :




Corollaire (thm de Moivre-Laplace, 2°™ version)

Soit (Fy)nen+ La fréquence d’obtention d’un événement A de probabilité p, dans une
suite de m répétitions identiques et indépendantes d’une méme expérience. alors,
quand

n>30,np>5etn(l—p) =5,

on estime que

m Exemple 9
On lance une piéce équilibrée n = 100 fois. On cherche & savoir quelle sera la proba-
bilité d’avoir au moins 1/4 des tirages qui soient des 1.

On note F), la proportion de 1 dans la série de lancés. Alors, d’aprés le théoréme de
Moivre Laplace, comme on lance n fois de maniére identique et indépendante, que la

probabilité d’obtenir 1 a chaque lancer est p = ¢, que pour finir

n>30, np~17>5 n(l—p) ~84>5

§ 4 . 5 N i ey 1. . A NS p(l—p)\ _ Ar (1 5/36 PPN
On en déduit qu’on peut approcher la loi de F), par N (p. f) =N (C o0 > Do,

directement a la calculatrice (ou en passant a la loi normale centrée réduite)

P(0.25 < F,) = 1 — P(F, < 0.25) ~ 0.0127

Trés faible! Mieux vaut ne pas compter dessus. ..

ECorrection de continuité j

Lorsque ’on approche une loi discréte par une loi continue, on a un probléme d’approxi-
mation du type suivant : Si X suit une loi discréte (par exemple entiére), on a par exemple

PO X <15)=P(9,9< X <15,3) =...

Evidemment, approximation s’en trouve donc légérement modifiée. On souhaite alors
équilibrer I'erreur obtenue "de chaque coté de X". La solution la moins douloureuse en
général consiste donc & introduire une correction de continuité, c’est-a-dire, si n et m sont
deux entiers, on écrira

Pn<X<m)=Pn—-0,5<X<m+0,5)

Cependant, cette manipulation n’est pas exigible au concours. Dans le cas ci-dessus, toute
valeur issue de P(10 < X < 15) = P(9,9 < X € 15,3) = P(9 < X < 16) = ... sera
acceptée.

m Exemple 10
On reprend 'exemple des 100 lancers de dés en utilisant une correction de continuité.
19.5 — _
P0<T, <30) = P(19,5<T, <30,5) =P 22" _px 30571
np(1l—p) np(1 —p)
19,5 -1 -1

B 9,5 —100/6 T < 30,5 — 100/6

4/100 x 5/36 4/100 x 5/36

—_——— —_—

0,760 B~3,712

( ~ Pla<Z<p) ouZ~N(0;1)
Ainsi, d’apreés les tables de la loi normale,
Pla<Y; <pB)~q¢(B) — dla) ~ ¢(3,712) — ¢(0,760) ~ 0,9999 — 0, 7764 ~ 0, 2235

A titre d’information :
- le calcul exact sur la loi binomiale effectué par ordinateur donne environ 0,2195.
- Sans correction de continuité :

P(20 < T, <30)~0.185 ; P(19<7T,<30)=0265 ; P(20<T,<31)=0.185

II1.1-c) Appl 2 : approximation d’une loi de Poisson par une loi normale

Théoréeme 201

Soit (T),)nen+ une suite de variables aléatoires qui suivent respectivement une loi
P(np), ot p > 0. Alors,

T: 5 Y < N(0,1)

i.e., pour tous les a,b € R otia < b, on a

Pla< T <b) —— ¢(b) — ¢(a).

n—-+oo

Démonstration :

Encore une fois, ce n’est que lapplication du TCL a la suite (T},),en--

En effet, on peut écrire que pour tout n € N7, = X; + ... + X, ot (X,,)nen-
est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi de
Poisson P(\) (et donc de variance o2 = A non nulle.) O]

e En pratique, on estime que I'on peut approcher la loi de Tf par N'(0;1) si np > 18.

e Pour \ > 18, ceci signifie également que la loi P(\) peut étre approchée par N'(A, ).




m Exemple 11
On pose n =40 et A = 20. On suppose que X suit une loi

P(20).
On cherche P(X < 17).

Dans notre calculatrice ou Python, on peut obtenir que
P(X < 17) ~0.2970

L’approximation par loi normale donne :

P(X <17) = P(X<17,5) (correction de continuité)
- 17,5 — X—np 17,5
_ p X npg 17,5 —np _p X np< 17,5 — 20
NG /np np 20
———
a~—0.5590
~ (.288]

IT1.1-d) Les approximations en bref

Condition On peut approcher par
n>30etp<0,1 B(n,p) P(np)
n>=30,np>5etn(l—p) =5 B(n,p) N (np, np(1 — p))

A> 18 P(N) N N).

Commentaires :

Astuce pour se souvenir des paramétres a appliquer dans les approrimations :

Les lois ci-dessus par lesquelles on approche admettent toutes des paramétres que
l'on peut retrouver grdce & leur espérance et variance. (Par exemple, pour P(np),
son espérance est np.)

Pour retrouver ces parametres, il suffit d’aller les chercher dans la variable de départ.
Dans lordre ci-dessus :

B(n,p) — P(np)
—— N——
espérance np paramétre = espérance np
B(n, p) — N(np,np(1-p))
——
espérance np, variance np(l — p) espérance np, variance np(l — p)
P(X) — N(AA)
S~~~ ——
espérance = variance =\ espérance = variance= X\

<} Remarque :

Si la situation le permet, il est également possible d’enchainer les approximations.
Par exemple, (cas "extréme”) : On pioche n boules dans une trés grande urne avec
remise et on compte X le nombre de "bonnes" boules.
sin>30etp<0,1:
B(n,p) peut étre approchée par P(np).
Rien ne s’oppose & ce qu’on ait également np > 18. Ainsi,
P(np) peut étre approchée par N (np, np).

Au final, on peut donc supposer que

X suit une loi N(np, np)
On ne s’attendra néanmoins pas a ce que les résultats soient trés précis. Par exemple,
si on a également n(1 — p) > 5, alors il vaut mieux passer directement de la loi bi-

nomiale & la loi normale, car dans ce cas, on tombe sur N (np,np(1 — p)), dont la
variance est plus petite que N (np,np).

H='2 Si on ne connait pas o2 : Deuxieme forme du TCL

Commentaires :

La premiére version du TCL utilise l’espérance p et la variance o de la variable
X. Or, dans de multiples cas, contrairement auzr exemples de la partie précédente
ot on connait o, on ne dispose pas nécessairement de toutes les données théoriques
lorsqu’on étudie un caractére sur un échantillon de population. D’aprés la premiére
partie, on sait néanmoins que l’on peut approcher ’espérance et la variance a 'aide
(respectivement) de X,, et S (notation de la partie I.)

On va alors remarquer que le TCL est encore valable en remplagant simplement o
par Sy, :

Théoréme 202 TCL (deuxiéme forme)

Soit (X1, ...,X,) un n-échantillon d’une variable aléatoire X. On note
—_— 1 I —2
=EX), X,=- X;, e S2=-= X, - X,)?=X2-X,
b= B(X), R DX e 1= Y- X = X3

on obtient que L
Xn — M
Sn/Vn

i.e., pour tous a,b € R avec a < b,

converge en loi vers Y — N(0,1)

. Tn*H - 1 ’ 2B a0
nggloop(msnﬁgb)_m/ae dt = ¢(b) — ¢(a)

ou ¢ est la fonction de répartition associée a la loi N'(0;1).




4 Remarque :

Par rapport a la premiére version, on a remplacé o par S,. Ceci revient & remplacer
Xo—p
Sn/vn’
Remarquez que X, * était la "centrée réduite" de X,,, ce qui n’est plus le cas de

X —
nill. Le TCL est toutefois encore valable mais néanmoins, il y a fort a parier que
Sn/vn

X, * par

les approximations soient moins bonnes!

? Exercice 2

’Bn a planté deux types de graines A et B pour lesquels on note respectivement
1A, 04, k5,0 leur moyennes et écart-type théoriques (inconnus) au jour 100 de
leur croissance. Aprés mesure sur un échantillon de 50 graines chacunes, notant

ma,Sa, mp,Sp leur moyennes et écart-type empirique au jour 100 de leur croissance,
on trouve

mA:15,8, $A=2, mB:17, sp =3

1. Déterminer, pour la variété A, une valeur a telle que

P(mA—a%<MA<mA+a%> ~ (0.95

2. En déduire un intervalle 14 tel que
P(ua € I4) =0.95

3. Trouver de méme un intervalle Ig correspondant &

P(up € Ig) = 0.95

4. Peut-on répondre a la question "est-ce que ua = pp ?" avec une probabilté raison-
nable 0.95 d’avoir raison ?

Solution

On observe que

SA SA ma — 1A
P —a— +a— | =P —-a<< ———— <
(mA a\/ﬁ<ﬂA<mA a\/ﬁ) ( ‘= sa/\/n a)

D’aprés la deuxiéme forme du TCL, on sait que

U St ~ ®(a) — P(—a) = a) —
P(—a§W§a>_¢() ®(—a) = 20(a) — 1

Ainsi,
Plma—a22 <pa<matai) =095 & 20a)-1~09 < ax~1,96
A NG A A /) =0 ~ 0. =1,

On trouve alors l'intervalle
14 ~ [15,25;16, 35]

Les mémes calculs avec les valeurs de B donnent
Ip ~[16.17;17.83]

Ce qui signifie que
pa €Ia, pp€lp, IanIp#0

On pourrait trés bien avoir pa = pp mais on n’est est pas certain! on ne peut donc pas
conclure. ..

L

Corollaire Application a la loi binomiale

Si T, — B(n,p). Alors, pour n grand, si on note r la proportion empirique de succes,
on peut dire estimer que

Tn — np
—— > N(0,1)
nr(l—r)
Démonstration :
Comme déja utilisé précédemment, T,, peut s’écrire T,, = X; + ... + X, ol
X; = B(p) qui rend 1 si un succés arrive au rang i.
Ainsi, on sait d’aprés le TCL (deuxiéme forme), comme E[X;] = p, on peut estimer
que
X,—0p o
& — N(0,1)

GYNG

En multipliant par n le numétateur et dénominateur :

T, —np
S/

Par définition dans le TCL de la variance empirique :

< N(0,1)

Si=X2-X.
Or 5
X,IZ <7;”> =p? et Xf:X,
d’out - T
X2=X,="=p
n
Ainsi

Si =p —p?=p'(1- p')

ce qui donne la conclusion annoncée. [



Commentaires :
Afin de retenir cette formule, on peut remarquer que la variance correspond exacte-
ment & la variance empirique.

Dans la pratique, on estime qu’on peut approcher la loi B(n, p) par la loi N(np, nr(l—
r)) dés que m > 30, nr >10, n(l—r7) > 10,
(Conditions plus contraignantes que pour une approximation grice au TCL1)

f Remarque :

Comme dans la premiére version, (thm de Moivre Laplace) on peut traduire ceci

en version "calcul de fréquence" en posant F, = % qui représente la fréquence

d’obtention d’un événement A dans une série de n répétitions indépendantes d’une

méme expérience. Ainsi, on pourrait estimer que dans les conditions pré-citées, on

aurait

F, n — D
r(l1—r)

n

’ ~N(0,1), ie L(F,) :N(p, T(ln_r)>

ce qui est particuliérement utile quand on veut estimer des probabilités!
? Exercice 3

’_Un institut de sondage a été contacté afin de tenter de prévoir le gagnant avant la
fin de la totalité du dépouillement, le soir du second tour des élections présidentielles.
Les bureaux de vote ferment normalement a 19h, mais certains ont une dérogation
préfectorale afin d’ouvrir jusqu’a 20h. A cette heure la, Pinstitut dispose donc déja
d’une grande partie des données déja dépouillées. Les journaux ont donc pris ’habi-
tude d’annoncer un potentiel gagnant dés ’ouverture du journal de 20h.

Pour ce faire, on note p la proportion finale de francgais ayant voté pour le candidat A,
n le nombre de votes déja connus et T}, le nombre de frangais ayant voté pour A sur
les n connus.

1. Soit 7 la proportion empirique de votes pour A qu’on estime > 10%. Déterminer x
T, —np

tel que
Pl
nr(l —r)

2. A 19h10, on effectue d’abord une premiére estimation aprés n = 2000 bulletins
déja dépouillés. On obtient 1019 bulletins en faveur de A. Déterminer la proportion
empirique de succés. A-t-on envie de déclarer la candidat A gagnant 7

<x> ~ 0,99

3. Déterminer maintenant un intervalle dans lequel se trouve p avec une probabilité de
99%. Peut-on donc véritablement affirmer que A sera gagnant ?

4. Vers 19h30, on dispose déja de n = 200 000 résultats. On obtient maintenant 102 234
bulletins en faveur de A. Quelle est la margeur d’erreur & 99% en annongant que le
candidat A a une probabilité » de ’emporter ? Peut-on enfin raisonnablement déclarer
A gagnant 7

5. Est-ce encore le cas avec une probabilité de 0,999 ?

Solution

1. D’aprés le TCL, comme n est trés grand (n > 30, nr > 10, n(1 —r) > 10), on peut
estimer que la variable dans la probabilité suit une loi normale N(0, 1). Ainsi, on obtiendra

r =~ 2.5758

2.0On aicir = % = % = 0.5095 > 0.5. On pourrait penser que A sera gagnant.
3. D’aprés le calcul de la question 1, aprés en isolant p au centre de I’inégalité, on obtient

que

1-— 1-—

P<r—mM <p<r+a:M> ~ 0,99

n vn

Ce qui, avec les chiffres annoncés ici donne 'intervalle approximatif demandé
[0.4983; 0.5207]

Ainsi, on peut trés bien trouver en réalité p < 0,5. On ne peut pas affirmer que p sera
gagnant.

4. La proportion empirique de succés est maintenant

r=0.51117
avec une marge d’erreur de
rd=1) Lo 00112
r4+——= ~0,
Vn

Ainsi, on est certain a 99% que le candidat A a une probabilité de remporter les élec-
tions supérieure a r — 0,00112 ~ 0,51 > 0.5. On peut maintenant envisager de le déclarer
gagnant.

5. On obtient cette fois-ci  ~ 3.29053. L’intervalle devient donc [0.5100,0.5123]. C’est
donc encore le cas!

L

v Introduction aux tests de conformité

Commentaires :
Le TCL a de multiples autres utilités issues de l’approximation par une loi normale.
1l permet par exemple

e de prévoir dans quels intervalles on va trouver les données empiriques ;
e ou au contraire, d’extrapoler des intervalles dans lesquelles se situent les don-
nées théoriques o partir d’échantillons (ex. exercice de la partie précédente).
1l existe d’énormes variétés de procédures que l’on peut mettre en place pour tester un
grand nombre de choses, mais & votre programme se trouve explicitement les "tests
de conformité”, qui sont liés au premier point.




I\:1 Principe d'un test de conformité sur un exemple

Globalement, un test de conformité consiste & comparer un échantillon avec la popu-
lation théorique de référence et a tenter d’émettre un avis sur le fait que 1’échantillon
corresponde ou non & ladite population théorique.

La procédure est la suivante : \

e On pose deux hypothéses opposées (classiquement nommées Hy et Hy) afin de tester
laquelle est la bonne (nous préciserons ceci plus tard) ;

e On effectue certains calculs avec les données dont on dispose;

e On tente d'apporter une conclusion a la problématique. /

m Exemple 12

On considére deux variétés de fraises différentes, conditionnées sur deux palettes dis-
tinctes pour leur vente. Le responsable de I’étiquetage a peur d’avoir confondu les
deux palettes. Il sait néanmoins que les deux variétés ont des poids moyens signifi-
cativement différents et que sur une des deux palettes, il y a des gariguettes dont il
connait le poids moyen par fruit : 16g.

Sa seule maniére d’indentifier les palettes est de faire un prélévement d’échantillon
(suffisamment conséquent).

On pose alors les hypothéses :
Hj : "La palette n° 1 est celle des gariguettes" (hypothése précise)

H; : "La palette n° 1 n’est pas celle des gariguettes" (hypothése contraire)

Sur la palette testée, il trouve un poids moyen empirique de 16,5g.
Est-ce ou non la palette de gariguette ? La suite de cette partie consiste & trouver
des outils donnant des éléments de réponse a cette question.

Commentaires :

Nous verrons dans cette partie que le travail de test de conformité se rapproche d’un
raisonnement par l'absurde. Les calculs nous permettant (avec nos connaissances ac-
tuelles en Bepst) de donner un élément de réponse sont issus du TCL (1¢7 oy 2¢™¢
forme selon besoin).

On rappelle ainsi que, si n est grand

*

X, 5 72 N(©0,1)
et de maniére plus large

Xn_:u
Sn/Vn

Notre but est donc de ramener chaque problématique & un probléme de moyenne afin
d’utilise le TCL pour établir des résultats.

£y Z < N(0,1)

? Exercice 4

Revenons a notre exemple des 2 palettes de fraises. Supposons que les poids des gari-
guettes ait un écart type de 0 = 2g et que le responsable de 1’étiquetage ait prélevé
aléatoirement n = 100 fraises sur la palette n°1. On note X; le poids de la fraise i et
on pose ’hypothése

Hy : "La palette n°1 est celle des gariguettes"

1. Sous 'hypothése Hy, quelle est la valeur de a qui correspond & la probabilité
P( @) ga) ~ 0.95

Vi _
En déduire un intervalle I pour lequel P (Xn el ) ~ (.95.

2. La valeur moyenne empirique effectivement observée sur 1’échantillon prélevée est
ma = 16,5. Permet-elle de savoir quelle est la palette de gariguette 7

Solution

1. Pour la probabilité 0.95, D’aprés d’apres le TCL, avec 2®(a) — 1 =~ 0.95, la calculatrice

nous donne 140.95
d(a) = %7

Ainsi, en développant : I'intervalle I est le suivant :

d’ott a ~ 1, 96.

I~ |p—a-2;pu+a-2| ~[15.61;16.39]
n

vt

2. Comme 16,5 & I, on peut en déduire avec une probabilité d’au moins 95% d’avoir raison,
que ’on peut rejeter I'hypothése Hy. Ce n’est pas la palette de gariguette. Par élimination,
la palette de gariguettes est donc la deuxiéme.

Ezxplications sur l’exercice et l’exemple :
Posons p = 16 le poids théorique des gariguettes et uo le poids théorique correspondant
a la palette étudiée. Nous souhaitons en fait conclure ici sur les hypothéses

Hy : "C’est la palette de gariguette", H;p : "ce n’est pas la palette de gariguette"
que 'on remplace ici par
Ho:7p=po”, Hy:7p# po”
Dans le cadre de ’exercice précédent, on a fait un un raisonnement par ’absurde, en
supposant H, vraie. Sous cette hypothése, on a trouvé :

“C’est la palette de gariguette” = “95% des valeurs possibles de X,, sont dans I”
Or, m 4 est une valeur (celle effectivement obtenue) de la variable X,, et on a trouvé
ma =16,5¢ I.

Comme on trouve finalement une valeur m 4 de X,, qui est trés peu probable (moins de 5%
de chance de tomber en dehors de I), on estime avoir une contradiction. Ainsi, I’hypo-
thése initiale H est fausse. Ainsi, on en déduit que ce n’est pas la palette escomptée,
H; est vraie.



Commentaires :

Qu’en est-il si en revanche la valeur empirique de X,, est dans Uintervalle I 2 Que
peut-on en déduire ?

m Exemple 13
Reprenons l'exercice précédent sur les fraises avec m 4 = 16, 3. Peut-on conclure sur
le fait que ce soit ou non la palette de gariguettes?

On avait I = [15.61;16.39] Cette fois-ci, on a 16,3 € I. On ne peut donc pas exclure
que ce soit la palette de gariguette mais peut-on affirmer en conséquence que c’est
bien la palette de gariguettes?
En fait, non. Pour comprendre ceci, relisez les explications faites un peu plus haut
et souvenez-vous que dans un raisonnement par l’absurde, on ne peut conclure si on
n’aboutit a une contradiction !

On ne peut donc en réalité rien décider.

& PEUT-ON TROUVER UNE SOLUTION POUR DECIDER SI Hy EST VRAIE 7
Avec les techniques précédentes, afin d’accepter 'hypothése Hy : "C’est la palette
de gariguette", il nous faudrait donc rejeter H; : "Ce n’est pas la palette de gari-
guette". Or, le probléme est que nous n’avons aucun cadre précis de calcul en partant
de H; ! Impossible donc de fournir une formule de comparaison du type précédent. . .

En revanche, si nous avions les informations théoriques de l’autre variété de fraise,
ce serait éventuellement possible (a méditer!)

4> Remarque :
[Retour sur la signification de la probabilité o = 0.95 du "P(X,, € I) =0.95 " : ]

On comprend qu’on a

e 95% de chance que cet événement se produise

o 95% des valeurs de X,, sont dans I

e 5% des valeurs de X,, ne sont pas dans I.
Autrement dit, on a (au maximum) 5% de chance de se tromper quand on rejette
Hy. Si on veut réduire les chances de se tromper, il faut donc augmenter le "a”.

On pourra d’ailleurs se demander pourquoi on ne pourra jamais prendre o = 1 en
obtenant un intervalle I raisonnable!. ..

? Exercice 5

’?{eprendre Pexercice précédent (p. 219) avec P (X, € I) ~ 0.99  (On veut conclure
avec moins de risque de se tromper que pour l’exercice précédent ot ¢’était 0.95). Peut-
on conclure sur le fait que ce soit ou non la palette de gariguettes si ma = 16,57

Solution

Les calculs nous aménent a

a~ 2576, I =/[15.48;16.51]
Cette fois-ci, on a 16,5 € I. On ne peut donc pas exclure que ce soit la palette de
gariguette mais on ne peut pas non plus affirmer que c’est bien la palette de gariguettes.

I\:2 Résumé de vocabulaire et principe général

On peut donc maintenant résumer le principe général d’un test de conformité
en détail

Définition
‘ On appelle population de référence la population générale pour laquelle on dispose
des données théoriques.

<« Notation :

On note ici P une population de référence et A un échantillon d’une population P4
dont on ne sait pas si elle correspond ou non a la population de référence. (ex : deux
variétés de fraises peut étre différentes)

On souhaite savoir si P = P4 en effectuant un test sur un méme caractére (ex : le
poids des fraises) pour lequel on note X et X4 les variables aléatoires mesurant ledit
caractére sur un individu respectivement de P et P4.

On estime évidemment que chaque individu est indépendant concernant le caractére
étudié. On note

u=RE[X], pa =E[X4] et X,, la moyenne empirique qui sera observée sur A.

Résumé des 2 situations possibles :

A n’est pas dans P (P # Pa) : A est dans P (P = Pa)

(D) (4)

P Pa P ="Pa

K# pa H=pa



Définition
On pose
HO : ”l,L — /,LA” .
Cette hypothése est appelée [’hypothése nulle. On pose Hy I’hypothése contraire. Elle
est appelée hypothese alternative.

4 Remarque :

Hj traduit notre hypothése de travail P = P4, et c’est la seule hypothése sous
laquelle on peut effectuer nos calculs (ex : I’échantillon est dans la palette de gari-
guettes)

Il existe d’autres types d’hypothéses nulles (par exemple sur des variances o = g4
ou autre) mais ce sera toujours une hypotheése précise avec laquelle on peut procéder
a des calculs.

Raisonnement :

Pour une probabilité donnée o (grande), on cherche un intervalle I adapté & nos hypo-
theéses tel que

P(X,el)=a.

Si finalement la moyenne effective vaut X, = ma &€ I, on rejette Hy, d’ot la définition
susvante :

¢ Définition
| On appelle R — I la zone de rejet.

Commentaires :
Pour les tests de conformité, il faut donc globalement comprendre le fait suivant :
quand la probabilité P (Xn € I) est grande,
o une situation d’exclusion (ma & I) permet de rejeter ’hypothése.
En effet, si I’échantillon était conforme, on devrait étre dans I. On ne [’est
pas, donc l’échantillon est non conforme.

o une situation d’inclusion (ma € I) ne permet pas de conclure.

o Plus on veut étre certain d’avoir raison, (o augmente) moins on prend de dé-
cisions.

On va maintenant voir qu’il existe classiquement deuz types d’hypothéses alternatives :

I\;‘?’ Tests bilatéraux

Ce sont les tests les plus courants. Pour un échantillon A et une population de référence
P de moyenne théorique Tesp. pa et w, ils consistent & opposer deux situations de type

Hy : pa=p Hy @ pa#p

Pour faire les calculs, on va donc tenter de trouver des intervalles symétriques par-rapport
audetype I =[pu—...;u+..] (comme dans ’exemple de la partie précédente!)

En effet, il n’y a pas de raison de choisir une zone de rejet différente suivant qu’on soit
plus grand ou plus petit que .

IV.3-a) Tests de conformité d’'une moyenne connaissant o

Propriété 203

Soit (X1,...,X,) est un n-échantillon d’une variable aléatoire X d’espérance p et
d’écart-type o. En notant :

X4+ X,
o n

Xn

Alors, pour tout a > 0, on a
X, —u

P< o/

Démonstration :

<a> :p<ﬂ_ain<x—n<u+ai) L 2P(a) -1

/n V) wor

C’est une conséquence de la premiére forme du théoréme central limite. En effet,
si a > 0, Posons

Jn

Or, d’aprés le théoréme central limite, on sait que

<X,,</1+u\%>

20(u) — 1

XN — M
D B, D o . / A
P, =F < a < o/ < (1,> S d(a) — d(—a)



Cette propriété signifie que si n est grand, quelle que soit la variable X, on peut sup-
poser que

P(M—aa<Xn<u—|—aa) ~2P(a) —1
n

Vn vn

Mais comment utiliser ceci ? ? Voyons ¢a dans l’exemple ci-dessous.

m Exemple 14

Reprenons le cadre de 'exemple des palettes de gariguettes et observons ce qui a été
fait :

On a noté ps la valeur moyenne théorique du poids d’une fraise sur la palette étudiée,
ainsi que I’hypothése nulle
H(] D2 = 16

et comme hypothése alternative
Hi @ po # 16
La propriété précédente nous dit alors que

i;]ﬁ“r(l
2

[ = 'l()'fu\/T

o
vn
ol a vérifie

2®(a) —1=0,95

et ou o = 2, n = 100. Il suffit donc de finir le calcul. On trouvait ici a ~ 1,96 et

I = [15,61;16, 39

4> Remarque :

Il n’est normalement pas nécessaire d’apprendre cette formule par coeur, étant donné
que ’exercice vous améne généralement a la retrouver.

{Cas particulier classique d’une proportion :J

Comme nous l'avons vu dans ce chapitre, on rappelle qu’une probabilité p d’un événe-
ment B (donc la "proportion théorique") est approchée par la proportion empirique de
réalisation dans un n échantillon d’une méme variable X (avec n grand) :

— Xi+...+X,

X, =
n n

nombre de fois ot B se produit

avec
¥ — {1 sz: B se réalise
0 sinon
et ot on rappelle que
p=E[X]=p, o=+p(l-p)
La propriété permettant de faire le test est donc la suivante :

Propriété 204

Soit p la probabilité d’apparition d’un événement E dans une population de réfé-
rence, et X,, la proportion empirique d’apparition sur un échantillon de la popu-
lation. Alors

1-p) — -
p<p_aM<Xn<p+a P p)> — 20(a) - 1
n——+0o00o

vn vn

En pratique, on peut dire, comme dans le théoréme de Moivre-Laplace, que dés que
n>30,np>=5n(l—p) =5 ona

P(papijﬁ_p) <Xn<p+ap$ﬁ_p)> ~2®(a) — 1

m Exemple 15

Un individu souhaite savoir si son voisin a traité les pommes de son verger avec un
pesticide. 1l sait par expérience qu’en moyenne, les vergers non traités aux alentours
fournissent un taux de 10% de fruits véreux.

Le verger étant immense, il "emprunte" 50 pommes, les coupe en 2, et constate une
proportion de pommes véreuses effective de 2%. Trouver un intervalle I symétrique
par-rapport a p tel que P(X,, € I) = 0.95. Peut-on en conclure si le verger est traité
avec une probabilité de 0.957

On pose I’hypothése
Hy : "le verger n’est pas traité"

(la seule hypothése sur laquelle on peut faire des calculs avec les données que nous
avons.) Sous cette hypothése, on a

p(l—p) p(1—p) .
P ([)(1 < Xpn<pt+ta-——F——F 22@((1)71
f f

n n

Or, ayant n > 30, np=50x0,1=5>5n(l—p)=45>5,0on a

20(a) —1~095 <& a~1.96
ainsi, un intervalle I correspondant & la demande est
V(1 — V(1 — 3 3
Tolp_oYPi=p) o VPO =) [0.1 01901+ a9 | ~[0.017;0.183]

Ici,
0.02¢e¢1

L’hypothése ne peut étre rejetée et ainsi :

on ne peut pas exclure le fait que le verger ne soit pas traité.




IV.3-b) Test de conformité ne connaissant pas o>

m Exemple 16
On considére a nouveau la population de fraises gariguettes, dont le poids moyen par
fruit est de u = 16¢g et dont la palette a été confondue avec cette d’une autre variété.
Le nouveau responsable de ’étiquetage ne connait malheureusement pas la variance
théorique liée a cette variété de fruits. Comment faire pour identifier les palettes?
(essayons de répondre & cette question ci-dessous)

Le TCL seconde forme donne lieu au résultat suivant :
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Soit (X7, ..., X,) est un n-échantillon d’une variable aléatoire X d’espérance p et
d’écart-type o. En notant :
— Xi+...+X, . —
X,=——"= et S2=— E Xy —X
n o n P kil( k n)

Alors, pour tout a > 0, on a
P (

Démonstration :

X, — p

Sn/vn

S = Ss
<a> :P(u—a%<Xn<u+a%> m%ﬁ(a)—l

La démonstration est en tout point identique a celle faite a la page 221 concernant
le premier test de conformité, mais en remplacant o par S,,. O

? Exercice 6

’T{evenons a notre exemple de gariguettes. Prenant exemple sur son prédecesseur, le
nouveau responsable de ’étiquetage a prélevé aléatoirement n = 100 fraises. Il trouve
un poids moyen X,, = 16,5 et une variance empirique S2 = 9.

1. Quelle est la valeur de a qui correspond a la probabilité

P (XTLe [16— as—z;16+a%b — 095

2. En déduire un intervalle I pour lequel P (X7n E I) ~ (.95.

3. La valeur moyenne observée X,, = 16, 5 permet-elle de savoir si la palette considérée
est la palette de gariguette ?

4. Le responsable préléve maintenant un échantillon sur I'autre palette et trouve cette
fois-ci un poids moyen X,, = 17.2 et une variance empirique S? = 4. Peut-il conclure ?

Solution

1. Pour la probabilité 0.95, D’aprés la calculatrice, on a encore

a~1,96.

2. d’aprés le TCL, en se plagant dans I’hypothése nulle Ho : "la palette est celle de gari-
guettes", intervalle [ est le suivant :

Sn Sn 3 \/g 3 \/g 5
I~ —a— = [16 —a——=:16 — | ~[15.41;16.59
{“ a\/ﬁ””“\/ﬁ} [ Y% +a\/ﬁ} et

3. Comme 16,5 € I, on ne peut rien conclure.

4. On se place dans 'hypothése nulle Hy : "la deuxiéme palette est la palette de gariguette".
On obtient alors, avec les mémes calculs, un intervalle

I ~ {u fa%;qua%} = [15,6;16.4]

Cette fois-ci, 17.2 ¢ I>. On exclu donc I’hypothése nulle au profit de ’hypothése alterna-
tive. On peut conclure que ce n’est pas la palette de gariguettes. Par élimination, la
premiére était donc la bonne!

I\:‘l Tests unilatéraux

Ce sont les tests que l'on peut mettre en place si on est déja certain que l'une des valeurs
est supérieure (ou inférieure a l'autre)

Pour un échantillon A et une population de référence P de moyenne théorique resp. [
et u, ils consistent a opposer deux situations de type

Ho : pa=p Hy o opa>p

ou

Ho : pa=p Hy @ pa<p

Pour faire nos calculs, on va donc tenter de trouver des intervalles bornés d’un seul coté
par rapport a pu, de maniére cohérente avec le probleme : i.e. de type :

e pour le premier cas : I =] — oo; u+ (] (on donne un "mazimum” afin de rejeter ce
qui est trop loin au dessus)

e pour le deuzieme cas : I = [p — B; 400 (on donne un "minimum" afin de rejeter
ce qui est trop loin en dessous).

On a malgré tout toujours la possibilité de faire un test bilatéral comme dans la partie
précédente, mais nous verrons sur un exemple quel est l'intérét de faire un test unilatéral.



IV.4-a) On sait déja que pu4 > p; donc cas de Hy : "pua >

On cherche a rejeter des intervalles de type |u+ B, 400[, et donc avoir des intervalles de
type

Xn G]*OO;[Lﬁ’ﬂ].

[Cas de la variance théorique connue, toujours directement par TCL :]
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Soit (Xi,...,X,) est un n-échantillon d’une variable aléatoire X d’espérance p et
d’écart-type o. En notant : X,, = 21E=4%s alors, pour tout b > 0, on a

? Exercice 7

Gn individu souhaite savoir si son verger est contaminé par les pesticides de son voisin,
qu’il soupgonne d’avoir trop largement diffusés par les airs. Il sait que la probabilité
pour une pomme d’étre véreuse aprés traitement par le pesticide en question est de
p=1%.

On note py la proportion théorique de pommes véreuses dans son verger. On pose

Hy : "le verger est traité" :7p=p4”

et
H, : "le verger n’est pas traité" :7p < p4”

1. Soit X,, donnant la moyenne empirique de pommes véreuses dans son verger sur n
pommes cueillies. Montrer que sous I’hypothése Hy, avec n suffisamment grand, on a

— vr(l —p)
Pl X, < br——= ] = ®(b
< pHb— ) (b)
2. En déduire un intervalle tel que P(X,, € I) = 0.95.

3. Sur les 500 pommes dans son verger, son taux effectif de pommes véreuses prélevées
est de 3.5%. Peut-on en conclure si son verger a été contaminé avec une probabilité de
0.957

Solution

g, N 2 Py o
1.0Ona X, = <ol T, est le nombre de pommes véreuses trouvées sur les n cueillies (et

indépendantes), d’ou T;, < B(n, p).

Ainsi, sous I'hypothése Hy, o est connu et vaut

N )

D’aprés le théoréme de Moivre Laplace, on sait de plus que, si n > 30, np > 5,n(1—p) > 5,
on a

P(Tngu+b%> ~ ®(b)

ce qui correspond a ce qui est demandé.
2. On a bien n > 30, np > 5,n(1 —p) > 5. Ainsi

D(b) ~0.95 < b~ 1.645

ainsi, un intervalle I correspondant & la demande est

I~ ] —00;p + b@] =~ ]—00;0.0173]

3. Ici,
0.035 ¢ I

L’hypothése Hy est rejetée.

On en déduit que le verger n’est pas contaminé.

L

[Cas de la variance théorique inconnue :j

Propriété 207

Soit (Xi,...,X,) un n-échantillon d’une variable aléatoire X d’espérance u et
d’écart-type o. En notant
— Xi1+..+X 1 & —
Xp=""—"" et 8= EZ(X,C - X,)?

k=1
Alors, pour tout b > 0, on a

? Exercice 8

yiUn ingénieur agronome souhaite savoir si le nouvel engrais qu’il envisage de produire
augmente oui ou non le nombre moyen de tomate par pied. L’ancien engrais donnait
un nombre moyen de p = 14,38 tomates. On note 4 le nombre moyen de tomates
avec le nouvel engrais. Il effectue le test sur un échantillon de n = 300 pieds. On pose



Ho : ‘Pengrais n’a pas d’effet’”, H; : ‘Iengrais a un effet positif’
i.e.
Ho:p=pa, Hi:ipa>p

4. Soit X,, le nombre moyen de tomate par plant ainsi que S, ’écart type observé.
Montrer que sous I’hypothése Hy, on a

P<Xn§u+bj%> ~ ®(b)

5. Les données effectives obtenues donnent un nombre moyen de 15,2 avec un écart-type
de S =+/3,5. En déduire un intervalle tel que P(X,, € I) = 0.99 et conclure.

Solution

1. Le calcul et les arguments sont exactement les méme que dans la propriété.
2. On obtient b ~ 2.326 et
I ~] — 00,14.63]

Ainsi, 15,2 &€ [ et on peut en effet conclure & une amélioration de ’engrais par rapport a
I’ancienne version.

[Commentaires généraux sur la méthode unilatérale :]

f Remarque :

Avec le test unilatéral, par ex. dans I’exercice sur les pesticides précédent, on trouve
I ~]—00;0.033].

Avec un test bilatéral, i.e. Hy : "p # pa” (que vous n'hésiterez pas & faire pour vous
entrainer), les résultats auraient été :
I' ~[-0.017;0.037].
Dans ce cas, on aurait eu
0.035 € I

et on aurait conclut sur le fait qu’on ne peut pas conclure!

Commentaires :
En bref, le test unilatéral est plus "puissant” que le test bilatéral. En effet, comme
on sait que nécessairement pa > p, il a en réalité une zone de rejet plus “grande”
(pour les cas supérieurs) :

> 0.033 pour le test unilatéral, et > 0,037 pour le test bilatéral

IV.4-b) Casde H; :"ps <y’

On inverse la procédure par-rapport a la partie précédente pour avoir des intervalles de
type Xp, € [u — B; +oo.

[Cas de la variance théorique connue, toujours directement par TCL : ]

Propriété 208

Soit (X71,...,X,) est un n-échantillon d’une variable aléatoire X d’espérance p et

d’écart-type o. En notant : - M

n
Alors, pour tout b > 0, on a K

Démonstration :

On utilise toujours le TCL, mais en passant a I’événement contraire :

X, — 1 , X, — 1 , .
Plb< =1—-P bl =1— ot
(v= ) (T <v) =190

O

? Exercice 9

En producteur des pesticides a mis point un autre produit qu’il sait étre au moins aussi
efficace que la version précédente, dont on rappelle qu’elle donnait seulement p = 1%
de pommes véreuses.

Il veut maintenant savoir si I’écart est significatif et si la nouvelle version est en effet
plus efficace que l'autre. 11 effectue donc son test dans le verger de votre voisin. ..
On note py4 la proportion théorique de pommes véreuses dans ledit jardin. On pose

Hy : "le pesticide n’est pas plus efficace" :7p =pa”
et

Hi : "le pesticide est plus efficace" :"p > ps”

1. Soit X,, donnant la moyenne empirique de pommes véreuses dans le verger sur n
pommes cueillies. Montrer que sous ’hypothése Hy, on a

P(pbpijﬁ_p) <Xn> ~ &(b)

2. En déduire un intervalle tel que P(X,, € I) = 0.95.

3. Il fait un test sur 500 pommes. Son taux effectif de pommes véreuses prélevées est
de 0.5%. Peut-on en conclure si son pesticide est plus efficace ?



L

Solution

1.0n a X,, = I»_ou 7, est le nombre de pommes véreuses trouvées sur les n cueillies (et

n ’

indépendantes), d’ou 15, < B(n,p) ou p = 0.1.
Ainsi, sous 'hypothése Hyp, o est connu et vaut

o=+/p(l—-p)

D’apreés le TCL, on sait de plus que, comme n > 30, np > 5, n(1 —p) > 5,
P(,hb% gX7<+oo) ~1— ®(—b) = B(b)

ce qui correspond & ce qui est demandé.
2. On a
() ~0.95 < b~1.645

ainsi, un intervalle I correspondant & la demande est

1 —
[~ {p _pVPE=P) L o o 10,0027 oo

N

0.005 € I

3. Ici,

Ce n’est pas significatif, on ne peut pas conclure.

[Cas de la variance théorique inconnue :}

Propriété 209

Soit (Xy,...,X,) est un n-échantillon d’une variable aléatoire X d’espérance p et
d’écart-type o. En notant :

— X o+ X,
Xn:% ot b

Alors, pour tout b > 0, on a

n

? Exercice 10

En laboratoire souhaite savoir si le nouveau médicament qu’il envisage de distribuer
contre les migraines améliore oui ou non le temps total des crises. L’ancien médica-
ment donne une vitesse de “guérison” moyenne de g = 3,25h. On note py la durée
moyenne (pour l'instant inconnue) avec le nouveau médicament. I effectue le test sur
un échantillon de n = 200 personnes atteintes de ladite maladie. On pose

Hp : ‘le médicament n’a pas d’effet’;, H;p : ‘le médicament a un effet positif’

i.e.

Ho:pw=pa, Hi:pa<p

1. Soit X,, la vitesse moyenne de guérison de n patients ainsi que S, I'écart type
observé. Montrer que sous ’hypothése Hy, on a

S Sh
P(X,>pu—b—) ~o(0b
(o2 u-0T) =20
2. Les données effectives obtenues sont une durée moyenne de crise de 2,8h avec un
écart-type de S = /1, 6. En déduire un intervalle tel que P(X,, € I) = 0.99 et conclure.

Solution

1. D’aprés le TCL, le calcul et les arguments sont exactement les méme que dans le cas ou
o est connue, mais en remplagant o par S,. On peut donc reprendre la méme démonstation
que dans ’exercice précédent.

2. On obtient b ~ 2.326 et
I~ [3.042 : +o0|

Ainsi, 2,8 € I et on peut en effet conclure & une | amélioration du médicament | par-

rapport a I’ancien.
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